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实数

有理数

正有理数

零

负

烅

烄

烆

烍

烌

烎有理数

有限小数或无限循环小数

无理数
正无理数
烅
烄

烆
烍
烌

烎负无理数

烅

烄

烆 无限不循环小数

代数式

有理式
整式
烅
烄

烆分式

无理式（包括根式
｛

）

（一）有理数（第一章）

　　１．正负数概念的引出

成书于公元一世纪的我国最古老的数学书《九章算术》，它的第八章《方程》内容是讲解

一次方程组的．它给出一次方程组的普遍解法，解时为要消去某一元，往往会碰到以小数减

去大数的情形，书中明确地引入负数．

教科书在第一章有理数减法中，有一例：２－７＝？和习题中一题：求式中狓值６＋

狓＝４，正是想让学生体会到由于运算需要而引入负数的．

《方程》一章，还进一步通过例题及解法，具体规定什么是正、什么是负．如该章第八题：

“今有卖牛二、羊五，以买十三豕，有余钱一千．卖牛三、豕三，以买九羊，钱适足．卖羊六、

豕八，以买五牛，钱不足六百．问牛、羊、豕价各几何？”

“术曰：如方程，置牛二、羊五正，豕十三负，余钱数正；次置牛三正，羊九负，豕三正；次

置牛五负，羊六正，豕八正，不足钱负．以正负术入之．”

这里，明确给出“卖”（收入）是正，“买”（支出）是负，“余钱”是正，“不足钱”是负．
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７世纪时印度数学家也开始使用负数来表示负债．对负数的认识在欧洲却进展缓慢，甚

至到１６世纪韦达的著作还回避使用负数．而我国在两千多年前不但认识了负数，规定表示

负数的方法，指出负数的实际意义，并运用到解方程之中，真是世界数学史上一大光辉成就．

　　２对有理数乘法法则的认识

有理数乘法的法则是：两数相乘，同号得正，异号得负，并把绝对值相乘；任何数与零相

乘仍得零．

这个法则是因数学本身需要，作出的规定（也称为乘法的定义）．

为什么有这样的规定呢？

数学是研究现实世界中空间形式和数量关系的科学．数是最基本的研究对象，人类在长

期实践中创造了数．首先是自然数（正整数和零），以后添加分数、负数等，构成了有理数，再

次引出无理数使数系扩充到实数．

在数系的扩充中，把数集犃扩充到数集犅时，必须遵从下列原则：

（１）犃犅，即犃是犅的真子集．

（２）犃中不是永远可以实施的某些运算，在犅中永远可以实施（引入分数，使除法可以

实施；引入负数使减法可以实施；引入无理数使开方、求超越函数值可以实施．可见数集的扩

充是逐步地进行的），这也正是扩充的目的．

（３）犃的元素间所定义的基本运算和关系，在犅的元素间也有相应的定义，且犅的元素

间的这些运算与关系对于犅中犃的元素来说，与原来犃的元素间的运算和关系是一致的，

即无矛盾性．

以上关于“数系扩充的原则”的资料选摘自湖南教育出版社出版的《初等数学研究

教程》．

我们的教科书，在给出有理数乘法法则时，没有直接说是“规定”或说是“定义”．而是根

据上述原则精神，由自然数乘法逐步引导，让学生在类比中归纳得出的（弗洛登塔尔称为归

纳外推法）．从而让学生了解这样规定的合理性．

教学时，建议按下面方式进行，比较自然：正整数乘法是相同加数连加的简便算法，如

（＋２）×（＋３）＝（＋２）＋（＋２）＋（＋２）＝＋６．

由于有理数包括了自然数，因此，有理由希望有理数中乘法应是自然数集中乘法的自然

推广（包括乘法中原有的交换律、结合律、分配律以及单位元、零元素等的规定都应适用）．

因此，类比上述算法，有（－２）×（＋３）＝（－２）＋（－２）＋（－２）＝－６，

（－２）×（＋２）＝（－２）＋（－２）＝－４，

（－２）×（＋１）＝－２，

（－２）×０＝０．

上述四个式子得出后，让学生比较归纳：（１）一个负数与一个正数相乘，有什么发现？

（２）两数相乘时，当其中一个因数逐次减少１时，积有什么变化？
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接着摆出下列算式：

（－２）×（－１）＝ ，

（－２）×（－２）＝ ，

（－２）×（－３）＝ ．

让学生按上面第（２）条得出的规律，填写答案，并回答“你对两个负数相乘有什么发现？”

然后，根据上面两段算式，归纳得出有理数乘法法则．（本书第一章就介绍有理数，书中

由温度升降；时间的前后不易说清理由，可以略去）

附录：
如果教材在加减混合运算时，介绍了加法交换律、结合律，同时，也说明乘法交换律、结

合律、分配律也适用．那么，在说明乘法法则的理由时，可按如下算法进行（原来教育部批准

的项武义先生参与编写的教材就是这样处理的）（本书在加法时未介绍分配律，乘法还没讲，

怎么就用分配律呢？故采用上面讲法）．

记数犪，犫均大于０，

因为 犫＋（－犫）＝０　（相反数定义）

由 犪·犫＋犪（－犫）＝犪［犫＋（－犫）］　（分配律）

＝犪·０

＝０．

可见犪（－犫）与犪犫互为相反数．

故应有犪（－犫）＝－犪犫．

又由于（－犪）犫＋（－犪）（－犫）＝（－犪）［犫＋（－犫）］

＝（－犪）０

＝０，

可见（－犪）（－犫）与－犪犫互为相反数．

故有（－犪）（－犫）＝－（－犪犫）＝犪犫．

比较上面两段算式，归纳得出有理数乘法法则．

　　３近似数的四则运算法则

（１）近似数加减：各个运算数据以小数位数最少的数据为准，其余各数据可多取一位小

数，但最后结果应与小数位数最少的数据的数位相同．如：

　２６４３．０＋９８７．７＋４．１８７＋０．２３５４

＝２６４３．０＋９８７．７＋４．１９＋０．２４

＝３６３５．１３

≈３６３５．１．
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（２）近似数乘除：各个运算数据以有效数字位数最少的数据的位数为准，其余各数据要

比有效数字位数最少的数据多取一位数字，但最后结果应与有效数字位数最少的数据的位

数相同．如：

　０．０２３×２６．６４×２．０６７８３

＝０．０２３×２６．６４×２．０６８

＝１．２７

≈１．３．

（二）实数（第六章）

　　１．实数的定义

我们教科书上是这样引入的：有理数包括整数和分数，整数和分数可统一写成分数形

式，也就是说，有理数总可写成
狀

犿
（犿，狀是整数，且犿≠０）的形式．

任何整数和分数都可以化为有限小数或无限循环小数．反过来，任何有限小数和无限循

环小数都可以写成分数，因此有理数是有限小数或无限循环小数．

还有一些数如槡２，π是无限不循环小数，称之为无理数．

有理数和无理数统称为实数．

　　２实数集的基本性质

（１）有序性．有序性是指“全序性”和“传递性”．

① 全序性．任何两个实数α，β，总可比较大小，即在α＜β，α＝β，α＞β三种关系中，有

且仅有一种成立．

② 传递性．如果α＜β，β＜γ则α＜γ．

（２）稠密性．无论α＜β是怎样的两个实数，总存在另一个实数γ，使得α＜γ＜β．

（３）阿基米德性质．若给定任意两个正实数α，β，那么永远有这样的自然数狀，使得

狀α＞β．　

（４）连续性．前面的三条基本性质：有序性、稠密性、阿基米德性质对于有理数集也同样

成立．但“连续性”是有理数集所没有的，正是这个性质反映实数集与有理数集的本质区别．

实数集的连续性的描述方式有多种，因此，引入无理数的方式以及实数的定义也必然有

多种．下面介绍不同的描述实数集连续性的７种方式（包括实数定义）．

　　３．实数的几种不同定义

（１）戴德金方法．设将全体有理数所成的集合分拆为两个非空的集合犃和犅，使得：每
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一个有理数必在且在犃及犅之一中；且集犃内任一数小于集犅中的任一数，则称这样的分

拆为一个有理数分划，记为犃｜犅，其中犃称为分划下组，犅称为分划上组．

可以推断，有理数分划有以下三种类型：

① 在下组犃内有最大数狉，而在上组犅内无最小数．

② 在下组犃内无最大数，而在上组犅内有最小数狉．

③ 在下组犃内无最大数，同时在上组犅内也无最小数．

在前两种情形中，狉是犃组与犅组之间的界数，称分划犃｜犅产生了有理数狉．

任一类型③的有理数分划犃｜犅定义一个新数，称为无理数．

凡是说到定义有理数狉的分划时，总是指第②类型，即把有理数狉算在上组犅内，这时

说这种分划下组是开的，而上组是闭的．

定理１　（戴德金）　由有理数所组成的每个具有开的下组的分划确定一个实数，记作

α＝犃狘犅．　

实数包括了有理数和无理数．

（２）康托方法．若闭区间序列：

［α１，β１］，［α２，β２］，［α３，β３］，…，［α狀，β狀］，…

满足下列两个条件时，则称之为区间套：

前一个包含后一个，即

［α１，β１］［α２，β２］［α３，β３］…［α狀，β狀］…

而对任意狀与自然数狆都有：α狀≤α狀＋狆≤β狀＋狆≤β狀．

区间长度序列

β１－α１，β２－α２，β３－α３，…，β狀－α狀…

当狀→∞时趋向于０，即ｌｉｍ
狀→∞

（β狀－α狀）＝０．

定理２　（康托）　若闭区间序列［α１，β１］，［α２，β２］，［α３，β３］，…，［α狀，β狀］，…构成区间

套，则存在唯一实数狉，属于一切区间，即对一切狀，都有α狀≤狉≤β狀．

教科书在《实数》这节开始，对槡２进行研究，正是按康托的这个思路进行的．

采取逐次提高精确度，以槡２的不足近似值和过剩近似值为端点，构建闭区间序列：

［１，２］［１．４，１．５］［１．４１，１．４２］［１．４１４，１．４１５］…［α狀，β狀］…

这些闭区间的长度，逐渐缩小２－１＝１，１．５－１．４＝０．１＝
１

１０
，１．４２－１．４１＝０．０１＝

１

１０
２
，

１．４１５－１．４１４＝０．００１＝
１

１０
３
，…ｌｉｍ

狀→∞

（β狀－α狀）＝０．　如图１ １所示这个过程可以在数轴

上直观表示出来：
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图１ １

故存在唯一实数狉，属于所有闭区间，这个狉＝槡２．

（写这些，希望在讲槡２时，至少可用数轴直观地让学生了解这个思路）

（３）柯西方法．有理数列｛犪狀｝，若对任意ε＞０，存在序号犖，当狀＞犖时，对任意自然数

狆，不等式狘犪狀＋狆－犪狀狘＜ε都成立，称数列｛犪狀｝为基本有理数列．

定理３　（柯西）　对于每一个基本有理数列，都存在一个实数作为它的极限．

（４）单调有界的有理数列，一定有一个实数作为它的极限．

（５）用确界来定义实数．一个非空的上方有界的有理数集犃称为实数，记作α＝ｓｕｐ犃．

（６）用无限小数来定义实数（如我们教科书上那样）．

（７）用公理组来定义实数．

以上前六种实数的定义，有一个共同的特点，就是首先引入实数系的元素———实数，然

后建立实数系本身．而第七种定义却是先定义实数系犚，然后把集合犚中的元素称为实数．

给出这种定义的方法是：给出一组表达集合犚是完备的阿基米德有序域的公理，称满足这

组公理的集合犚为实数域（系），并称犚中的元素为实数．例如：

设在集合犚上定义了“加法＋”和“乘法·”以及“不等关系≤、≥”并满足以下四组

公理：

①犚是一个域．即：

１）狓＋（狔＋狕）＝（狓＋狔）＋狕；

２）狓＋狔＝狔＋狓；

３）存在一个元素０∈犚，使得０＋狓＝狓；

４）对于每个元素狓∈犚，存在一个元素－狓∈犚，使得

狓＋（－狓）＝０；

５）狓·（狔·狕）＝（狓·狔）·狕；

６）狓·狔＝狔·狓；

７）存在一个元素１≠０，１∈犚使得１·狓＝狓；

８）对于每一个元素狓∈犚，存在一个元素狓
－１
∈犚，使得狓·狓

－１
＝１；

９）狓·（狔＋狕）＝狓·狔＋狓·狕；

②犚是一个有序域．即：

１）在任意两个元素狓，狔之间有且仅有下列关系之一：

狓＝狔，　狓＞狔，　狓＜狔；

２）如果狓＞狔，狔＞狕，则狓＞狕；
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３）如果狓≤狔，则狓＋狕≤狔＋狕；

４）如果０≤狓且０≤狔，则０≤狓·狔；

③犚是阿基米德有序域．这意味着满足阿基米德公理：对于任意两个元素０＜狓，０≤狔，

必存在正整数狀，使得

狔≤狀·狓；

④犚是完备域．例如，犚满足闭区间套公理：任一闭区间套｛［犪狀，犫狀］｝，对于任意狀有

犪狀≤犪狀＋１＜犫狀＋１≤犫狀有非空交，则称犚为实数域（系），并把犚中的元素称为实数．

实数的严格理论是到了十九世纪后半叶才确立的．当时，从事这项工作的有康托尔，梅

林（Ｍｅｌｌｉｎｅ），韦尔斯特拉斯和戴德金等．他们差不多是同时得到了无理数理论，梅林先于康

托尔，但两者的结果简直是一样的．即上述第三种定义．而韦尔斯特拉斯于１８６０年把无穷多

个有理数组成的集合———整体来作为一个新数．戴德金的实数定义却别具一格，被当时的数

学界称为人类智慧的创造物．它的最大优点是具有“一义性”，即不同的分划定义了不同的无

理数．并且由于这种实数的定义和直线的连续性公理互相呼应．所以，这种实数理论特别简

洁明了，实非其他各家所能比拟的．

近代数学的飞速发展，使得实数系只是抽象空间的一个具体模型和例子，因此，为了更

快地进入一般空间的讨论，直接用一组公理来引入实数系如定义（７），而不纠缠在那些四则

运算的定义和讨论上是十分必要的．

以上资料选摘自下列书籍：

上海教育出版社出版，张镜清、霍纪良编《实数》和人民教育出版社出版，吴振廷编《实数

理论及其在中学数学中的应用》．

　　４．为什么在七（下）一开始就介绍《实数》（第六章）呢？

（１）在这章之前，“整式加减”（第二章）“一次方程与方程组”（第三章）涉及的都是在有

理数集内的运算．

（２）这章之后，第七章“不等式与不等式组”的解集就是区间了，而区间是指其中的一切

实数．

八上第十二章“一次函数”中，它的定义域、值域，一般是实数（或其中部分）．从而才能保

证描出的点，可以用连续的线连结．（当然不必向学生讲）这里需要指出的是，在画函数图象

时，为了在坐标纸上描点方便，列表时常只列出一些整数点．教学时应向学生说明，并可适当

补充几个带小数的点．

（３）上面说到的解不等式、研究函数时，虽涉及实数，但并不进行因开方而出现的实数

的运算．所以没有把“二次根式”放在前面实数一起，而作为第十六章放在八（下），紧接着，第

十七章“一元二次方程”、第十八章“勾股定理”，才会遇到以根式形式出现的实数运算．直至

九（上）“二次函数”“解直角三角形”同样会遇到准确的实数值的计算．

关于二次根式，２０１１版新课标上，是把它放在“实数”总标题下，而不是放在“代数式”标
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题下．并且明确提出：“了解二次根式、最简二次根式的概念，了解二次根式（根号下仅限于

数）加、减、乘、除运算法则，会用它们进行有关的简单四则运算”．课标附例４８中还补充：“不

要求进行根号下含字母的二次根式的四则运算，如 犪
３槡犫，２槡犪槡犫＋

槡犫

槡犪
等．”可见，课标是把

“二次根式”作为实数运算的特例安排的，不必作为无理式对待．

（三）整 式 与 分 式

　　１．整式加减（第二章）

（１）这部分内容中，学生容易出错的是去括号法则．为便于学生在理解基础上更好地掌

握，课本早就为此做了准备：在第一章有理数中，习题１．４安排了第４题如下：

分别计算下列每题中的两个算式，比较结果，有什么体会？

①（１－２）＋（３－４）－（－５＋６），　　　　　１－２＋３－４＋５－６；

②－（８－１２）＋（－１６＋２０）， －８＋１２－１６＋２０；

③
３

４
－
５

２
－
２（ ）
３
＋ －

５

３
＋
３（ ）
２
， ３

４
－
５

２
＋
２

３
－
５

３
＋
３

２
．

接着，在本章前一小节习题２．１中还安排了第８题如下：

将犪＝－８，犫＝３，犮＝２，犱＝－４分别代入（犪－犫）－（犮－犱）和犪－犫－犮＋犱两个式

子，计算结果，看看它们是否相等？再任给犪，犫，犮，犱若干组你喜欢的值，代入上面两个式子

中，计算结果．从中你能得到什么结论？

因此，当本节讲到为了要计算（２犪犫－π狉
２）－（犪犫－π狉

２），需先去括号时，应及时提问学

生，回忆前面两次做过的题目后，有什么体会？

学生在回忆上面做过的题目中，意识到去括号的规律后，建议结合下面的例子：

　＋（犪＋犫－犮）　　　　　　　　－（犪＋犫－犮）

＝（＋１）×（犪＋犫－犮） ＝（－１）×（犪＋犫－犮）

＝犪＋犫－犮， ＝－犪－犫＋犮，

说明去括号的实质是按分配律运算的结果．

（２）为什么要强调去括号的实质是按分配律运算的结果呢？因为去括号的法则是依据

上面两个例子归纳的．当遇到如下例子时怎么办呢？

例：计算：２（５犪－２犫）－３（２犪－犫）

一种方法是转化为上述情况：

２（５犪－２犫）－３（２犪－犫）＝（１０犪－４犫）－（６犪－３犫）＝１０犪－４犫－６犪＋３犫＝４犪－犫．

另一种方法是直接按分配律计算：
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２（５犪－２犫）－３（２犪－犫）＝１０犪－４犫－６犪＋３犫＝４犪－犫．

　　２．整式乘法与因式分解（第八章）

（１）本章重点是幂的运算四条基本性质．其中为了在幂指数扩展后，运算法则仍然有

效，所以定义了犪０＝１（犪≠０），犪
－狀
＝
１

犪
狀
（犪≠０，狀为正整数）．

（２）关于多项式乘法，２０１１版课标明确提出：“能进行简单的整式乘法运算（其中多项式

相乘仅指一次式之间以及一次式与二次式相乘）．”所以，在课本的多项式乘法一节中，安排

了如下的例、习题．计算：（犪＋犫）（犪
２
－犪犫＋犫

２），（狓－狔）（狓
２
＋狓狔＋狔

２），等．借机介绍了立

方和差．为什么呢？因为高一数学一开始研究函数时，讲到奇函数，一般都选最简单的立方

抛物线狔＝狓
３
．这个函数的奇偶性很容易说明，当研究它的单调性时，就要用到立方差公

式了．

当狓２＞狓１＞０时，狔２－狔１＝狓
３
２－狓

３
１＝（狓２－狓１）（狓

２
２＋狓２狓１＋狓

２
１
）

由于狓２＞狓１＞０，所以狓２－狓１＞０，狓
２
２＋狓２狓１＋狓

２
１＞０，故狔２－狔１＞０，即狔２＞狔１．

（３）“完全平方公式与平方差公式”课标上提出“能推导乘法公式：（犪＋犫）（犪－犫）＝犪２－

犫
２，（犪±犫）２＝犪２±２犪犫＋犫２，了解公式的几何背景”．

在学过多项式乘法之后，对于这三个公式的推导并不难．因此，课本对（犪±犫）２公式是让

学生自己去推导的．只是在得出结论后，突出这两个公式实质应只是一个．因为（犪＋犫）２公式

图１ ２

中犫是可正可负的．至于（犪＋犫）（犪－犫）公式是让学生在

计算几个特例后，自己抽象归纳得出的．

由于考虑到三个公式的几何背景的呈现，课本才采

用先讲（犪±犫）２，而后再讲（犪＋犫）（犪－犫）的．为什么呢？

因为（犪＋犫）２的图形，在前面介绍多项式乘法时，就已

经出现了（犪＋犫）（犿＋狀）的图形（图１ ２），这里只要将

犿换成犪，狀换成犫即可．得到正确的（犪＋犫）２图形后，引

导学生回忆七（上）第四章学过的线段和、差的意义及如

何用尺规作出它们，启发学生从类比中作出（犪－犫）２的

图１ ３

图形．这两个图形课本上已经给出了，是让学生在自己

主动得出后的验证用．（犪＋犫）（犪－犫）的公式不仅没有

给，而且连图形也没有给，是希望检测学生在作出上面

两个图形过程中是否真正理解了两线段的和与差．因为

这个公式中既要作出两线段的和，又要作出两线段的差

（图１ ３）．

当然，（犪＋犫）（犪－犫）＝犪
２
－犫

２的几何图形，还可以

按从右边推导出左边来设计．
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（４）因式分解．课标提出：“能用提公因式法、公式法（直接利用公式不超过两次）进行因

式分解（指数是正整数）．”

课本在讲用公式法进行因式分解时，除有直接一次用公式外，还安排了如下的例及

习题：

把下列各式分解因式：

①狓
２
－狔

２
＋犪狓＋犪狔；　　　　　　　　　②犪

２
＋２犪犫＋犫

２
－犮

２
．

解此题，就要两次直接用公式了．

因式分解是为下章分式及八（下）解一元二次方程做准备的．由于分式及一元二次方程

都不会出现繁难的类型，所以因式分解要求不高．

　　３．分式（第九章）

（１）“分式”这一章，从定义到性质到运算都是通过类比分数的相关内容引入的．教学时

应让学生主动阅读、思考予以解决．

由于乘除，只需根据分式性质会约分即可，而加减还需先通分，故课本先安排乘除，然后

才讲加减．

（２）整式运算，课标上只有加、减、乘三种运算，没有提除法．课本在单项式与单项

式相乘、多项式与单项式相乘时，顺便提到除法．至于多项式与多项式相除一直没有提．

课标不单独列出多项式除法．因为根据分式的定义，分式其实就是两个整式相除的表述

形式．因此建议在讲过分式定义与基本性质之后，紧接着直接指导学生做如下除法：

计算：①３２狓
５
狔
３
÷８狓

３
狔，　　　　　　　　② （６狓

３
狔
２
－１８狓

２
狔
３
＋９狓

２
狔
２）÷３狓

２
狔
２，

③ （６狓
２
＋１４狓＋４）÷（３狓＋１），　 ④ （２狓

３
＋狓

２
＋５狓－３）÷（狓

２
＋２）．

这些题目写成分式之后，直接约分即得结果．这样，突出了在整式乘法与因式分解之后，

接着就讲分式的优越性，更有利于对课标关于处理除法的理解．

附录：
１．多项式的除法

我们已经学过多项式除以单项式，但多项式除以多项式，如（１４狓＋４＋６狓
２）÷（３狓＋１），

该怎么计算呢？让我们像整数除法那样，采用竖式来试试．

　　　　　　　　　　　　　　　　２狓＋４……………商

除式……３狓＋１）６狓２＋１４狓＋４……被除式

６狓
２
＋２狓　　　

１２狓＋４

１２狓＋４

０……余式

这样做时，首先要将被除式与除式按同一个字母降幂排列．被除式有缺项时要补０或留
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足缺项．然后用除式第一项（３狓）除被除式第一项（６狓２）得商的第一项（２狓）；用商的第一项

（２狓）去乘除式，把所得的积（６狓２＋２狓）写在被除式下面（同类项对齐），以被除式减去这个积，

得１２狓＋４；把１２狓＋４当作新的被除式，再按上面方法继续计算，直到余式等于０，或余式次

数低于除式为止．

例１　计算：（２狓
３
＋狓

２
＋５狓－３）÷（狓

２
＋２）．

解　　　　　　　　　　　　　２狓＋１

狓
２
＋２）２狓３＋狓２＋５狓－３　　

２狓
３
　 　＋４狓　　

　　　狓
２
＋ 狓－３

　　　狓
２
　　 ＋２

　　　　　　狓－５

学了分式后，整式除法可表示成分式．然后可再根据分式基本性质化简就可以了．如

（１）（６狓２＋１４狓＋４）÷（３狓＋１）

＝
６狓

２
＋１４狓＋４

３狓＋１
＝
（２狓＋４）（３狓＋１）

３狓＋１
＝２狓＋４，

（２）（狓３－８狔
３）÷（狓－２狔）

＝
狓
３
－８狔

３

狓－２狔
＝
（狓－２狔）（狓

２
＋２狓狔＋４狔

２）

狓－２狔

＝狓
２
＋２狓狔＋４狔

２，

（３）（２狓３＋狓
２
＋５狓－３）÷（狓

２
＋２）

＝
２狓

３
＋狓

２
＋５狓－３

狓
２
＋２

＝
２狓

３
＋４狓＋狓

２
＋２＋狓－５

狓
２
＋２

＝
２狓（狓２＋２）＋（狓

２
＋２）＋（狓－５）

狓
２
＋２

＝２狓＋１＋
狓－５

狓
２
＋２
．

　　练　习

　　１．计算：

（１）（３狓２＋１４狓－５）÷（狓＋５）；

（２）（１＋狓
２
＋狓

４）÷（狓
２
＋１－狓）．

与数的除法一样，式的除法也有：

被除式＝除式×商式＋余式．

如由例１，可得
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２狓
３
＋狓

２
＋５狓＋３＝（狓

２
＋２）（２狓＋１）＋（狓－５）．

一般地，对于一元多项式来说，犳（狓）除以犵（狓）得商式为犙（狓）、余式为犚（狓），那么，它们

之间有关系式：

犳（狓）＝犵（狓）·犙（狓）＋犚（狓），

这里犚（狓）是一个比犵（狓）次数低的多项式．

特别，当犚（狓）＝０时，犳（狓）＝犵（狓）·犙（狓），就是犳（狓）能被犵（狓）整除．

例２　求犳（狓）＝２狓
３
＋３狓－１除以犵（狓）＝狓－４的商式及余式．

解法一　仿照例１用竖式计算，请同学自己完成．

解法二　设所求商式为犙（狓）、余式为犚（狓）．

因为犳（狓）是三次式，犵（狓）是一次式，因而犙（狓）一定是二次式，犚（狓）的次数低于一次，即

为常数．因此，我们可设犙（狓）＝犪狓
２
＋犫狓＋犮，犚（狓）＝犱，这里犪，犫，犮，犱都是要确定的

系数．　

根据上述除法基本关系等式，应有

２狓
３
＋３狓－１＝（狓－４）（犪狓

２
＋犫狓＋犮）＋犱．

把两边按字母狓的降幂排列，得

２狓
３
＋０·狓

２
＋３狓－１＝犪狓

３
＋（犫－４犪）狓

２
＋（犮－４犫）狓＋（犱－４犮）．

上式等号两边的两个多项式，当变量狓同取任一个值时都相等．因而，这两个多项式应

是同一个多项式，即各同类项的系数一定相等．

于是，比较等号两边同类项的系数，得

犪＝２，

犫－４犪＝０，

犮－４犫＝３，

犱－４犮＝－１

烅

烄

烆 ．

解得

犪＝２，

犫＝８，

犮＝３５，

犱＝１３９

烅

烄

烆 ．

∴ 所求商式犙（狓）＝２狓
２
＋８狓＋３５，余式犚（狓）＝１３９．

这里，用到了待定系数法．

　　练　习

用待定系数法，求犳（狓）除以犵（狓）的商式及余式：

（１）犳（狓）＝２狓
２
＋２３狓＋５４，犵（狓）＝２狓＋７；

（２）犳（狓）＝２狓
３
＋２７狓－５，犵（狓）＝狓－３．

２．余数定理

在上面的例２中，把狓＝４代入犳（狓）中求值，得犳（４）＝２×４
３
＋３×４－１＝１３９．这正
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好是犳（狓）除以狓－４的余数．这是一个偶然现象呢？还是普遍性规律呢？让我们对一般问

题进行研究．

设一元多项式犳（狓）除以狓－犪，得商式犙（狓），余数为犚，那么有

犳（狓）＝（狓－犪）犙（狓）＋犚．

这个等式对不论狓取何值总是成立的．取狓＝犪代入，得

犳（犪）＝（犪－犪）·犙（犪）＋犚，即犚＝犳（犪）．

这样，我们得到一个定理．

余数定理　一元多项式犳（狓）除以狓－犪所得的余数等于犳（犪）．

例３　已知犳（狓）＝狓
３
＋２狓

２
＋４狓＋１，求犳（狓）除以狓＋２所得的余数．

解　∵狓＋２＝狓－（－２），犳（－２）＝（－２）
３
＋２×（－２）

２
＋４×（－２）＋１＝－７，

∴犳（狓）除以狓＋２的余数犚＝－７．

请你用竖式除法再算一次看看．

例４　求犪
３
－犫

３除以犪－犫所得的余数．

解　把犪
３
－犫

３看作是犪的多项式，其中犫看作常数，并记犳（犪）＝犪
３
－犫

３
．

∵犳（犫）＝犫
３
－犫

３
＝０，

∴犳（犪）除以犪－犫所得余数犚为０．

即犪
３
－犫

３能被犪－犫整除，也可以说犳（犪）有因式犪－犫．

上面的例４反映了一元多项式犳（狓）有如下的性质：

推论　如果犳（犪）＝０，那么狓－犪必能整除犳（狓），或者说犳（狓）必有因式狓－犪；反过来，

如果狓－犪能整除犳（狓），那么犳（犪）＝０．

这个推论通常叫做因式定理．

例５　证明犪
６
＋犫

６不能被犪±犫整除．

证明　犳（犪）＝犪
６
＋犫

６
．

∵犳（犫）＝犫
６
＋犫

６
＝２犫

６
≠０，犳（－犫）＝（－犫）

６
＋犫

６
＝２犫

６
≠０，

∴ 据因式定理，犳（犪）＝犪
６
＋犫

６不能被犪±犫整除．

　　练　习

１．设犳（狓）＝狓
４
－５狓

２
＋２０狓－８，求犳（狓）除以以下各式的余数：

（１）狓－１；　　　　　　　　　　　（２）狓＋１．

２．如果犳（犪）＝犪
３
＋犫

３，证明犳（犪）不能被犪－犫整除．

３．已知除式、商式及余式，求被除式：

（１）除式＝３狓－５，商式＝２狓＋７，余式＝１０；

（２）除式＝－２狓
２
－狓＋１，商式＝狓

２
－２，余式＝３狓＋７．

４．如果犳（狓）＝２狓
３
－狓

２
＋犿狓＋狀含有因式（狓＋２）（狓－４），求犿，狀的值．
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　　５．分解因式：

狓
３
－７狓＋６．

６．如果犳（狓）＝犪狓
２
＋犫狓＋犮能被狓＋１整除，且被狓－２与狓＋２除时分别余２，－３．

试求犳（狓）的表达式．

（四）二 次 根 式

“二次根式”安排在第十六章．课标对这部分内容的要求，以及为什么放在这里，在前面

“实数”部分，已作了详细说明．
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%、&'#()$

方程

整式方程
一元一次方程
烅
烄

烆一元二次方程｛
分式方程

　　　　一次方程组
二元一次方程组
烅
烄

烆三元一次方程组

不等式———一元一次不等式———两个一元一次不等式组成的不等式组

（一）一次方程与方程组（第三章）

（１）等式基本性质中，除了等式两边同时加（减）、乘（除）同一个整式这样性质外，还列

入了等式的对称性和传递性．

为什么要列入这两项呢？如等式（犪＋犫）
２
＝犪

２
＋２犪犫＋犫

２，既可看作乘法，又可看作因式

分解，即等式对称性．又如∠犃＝３０°，∠犅＝∠犃，∴ ∠犅＝３０°．这在欧氏几何中注“等量

代换”（这在原欧氏几何中是五条公理的第一条），现在几何中没有列这一公理．因此，列入等

式传递性．其实等式的两边同时加（减）同一个整式这个性质，也是原欧氏几何五条公理中的

两条．

（２）一次方程组（又称线性方程组），在中学主要强调是用代入消元法和加减消元法来

解的．课本中对二元一次方程组正是这样做的．对三元一次方程组，当然完全可以这样做．课

本中三元一次方程组解法的第１个例子，也按加减消元法去解的．这样做的好处是，让学生

体会到把解三元一次方程组转化为解二元一次方程组，再把解二元一次方程组转化为解一

元一次方程，即把要解决的问题，逐步变换为我们已经解决了的问题．

（３）三元一次方程组解法中的第２个例子提供了一种新的消元方法．下面就来说清这

个方法的过程和原理．

例　解下列线性方程组

２狓＋２狔－ 狕＝６，

狓－２狔＋４狕＝３，

５狓＋７狔＋ 狕＝２８

烅

烄

烆 ．
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解　将第一、第二两个方程位置对调，得：

　狓－２狔＋４狕＝ ３，

２狓＋２狔－ 狕＝ ６，

５狓＋７狔＋ 狕＝２８

烅

烄

烆 ．

将第一个方程的－２倍加到第二个方程上；将第一个方程的－５倍加到第三个方程

上，得

狓－２狔＋ ４狕＝ ３，

　　６狔－ ９狕＝ ０，

　１７狔－１９狕＝１３

烅

烄

烆 ．

将第二个方程乘以
１

６
；将第二个方程的－

１７

６
倍加到第三个方程上，得

狓－２狔＋４狕＝ ３，

　　狔－
３

２
狕＝ ０，

　　　　
１３

２
狕＝１３

烅

烄

烆
．

这样的方程组称为阶梯形方程组，从最后一个方程，得狕＝２，再逐次代入第二、第一个

方程，可以得狔＝３，狓＝１．从而得原方程组的解为：

狓＝１，

狔＝３，

狕＝２

烅

烄

烆 ．

分析以上消元法过程，实际上是反复对方程组进行下面三种变换：

① 用一个非零的数乘以某个方程；

② 将一个方程的犽倍加到另一个方程上；

③ 交换两个方程的位置．

上述三种变换称为线性方程组的初等变换．

方程组的初等变换把方程组变为同解方程组，因此消元法解方程组就是通过初等变换

把多元的一次方程逐步消元，从而把解求出来．

从上面例子看到，用消元法解方程组实质上是对方程组的系数进行运算．因此，可以简

化运算的表达形式，只把方程组的系数按顺序写成一个矩形的表（称作矩阵）．例题中方程组

的系数可记作：

犃＝

２ ２ －１

１ －２ ４

５ ７

熿

燀

燄

燅１

；犃
－

＝

２ ２ －１ ６

１ －２ ４ ３

５ ７ １

熿

燀

燄

燅２８

．
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犃，犃
－
分别称作方程组的系数矩阵和增广矩阵．显然，方程组的增广矩阵和线性方程组是一一

对应的．对方程组作初等变换就相当于对增广矩阵作如下变换（下面是对矩阵的行进行变

换）：

① 用一个非零的数乘矩阵的某一行；

② 将一行的犽倍加到另一行上；

③ 交换矩阵中两行的位置．

把上面例的解题过程，用矩阵重新写出：

犃
－

＝

２ ２ －１ ６

１ －２ ４ ３

熿

燀

燄

燅５ ７ １ ２８

①②
→

两行对调
１ －２ ４ ３

２ ２ －１ ６

熿

燀

燄

燅５ ７ １ ２８

（－２）×①＋②
（－５）×①＋

→
③
１ －２ ４ ３

０ ６ －９ ０

熿

燀

燄

燅０ １７ １９ １３

１

６
×②

－
１７

６
×②＋

→

③

１ －２ ４　 ３

０ １ －
３

２
０

０ ０
１３

２

熿

燀

燄

燅
１３

最后一个矩阵称为阶梯形矩阵．得到这样矩阵即可变为前面相应的阶梯形方程组而得

解了．

对上面最后得到的阶梯形矩阵，还可继续进行上述的行变换，把它变为简化阶梯矩阵．

犃
－

＝

１ －２ ４　 ３

０ １ －
３

２
０

０ ０
１３

２

熿

燀

燄

燅
１３

２

１３
×

→

③

１ －２ ４　 ３

０ １ －
３

２
０

０ ０ １　

熿

燀

燄

燅２

２×②＋①
（－１）×③＋①
３

２
×③＋

→

② １ ０ ０ １

０ １ ０ ３

熿

燀

燄

燅０ ０ １ ２

得到了简化阶梯矩阵后，可直接写出方程组的解：

狓＝１，

狔＝３，

狕＝２

烅

烄

烆 ．

（以上摘选自（１）清华大学出版社俞正光、李永乐、詹汉生编《线性代数与解析几何》；

（２）科学出版社王中良编《线性代数与解析几何》）

以上解法有固定程序，可由计算机处理，国外称之为高斯消元法．

（４）用消元法解一次方程组最早的还是我国．

世界数学史上最早的解一次方程组是我国《九章算术》第８章：“方程”．这章是讲解一次

方程组（线性方程组）的，它给出一次方程组的普遍解法，并且使用了负数．这在数学史上具

有非常重要的意义．以该章第１题为例，看当时的解法：

“今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三

十四斗；上禾一秉，中和二秉，下禾三秉，实二十六斗．问上、中、下禾实一秉各几何？答曰：
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上禾一秉九斗四分斗之一；中禾一秉四斗四分斗之一；下禾一秉二斗四分斗之三．”

设上、中、下禾每秉各得狓，狔，狕斗，则

３狓＋２狔＋ 狕＝３９，

２狓＋３狔＋ 狕＝３４，

狓＋２狔＋３狕＝２６

烅

烄

烆 ．

（）

古代是用筹来运算的，未知数不用符号表示，只将各个系数用筹依次（自上至下，自右至

左）罗列出来，实际就是分离系数法，然后用类似消元法去解．

图１ ４

“术曰：置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗

于右方；中、左禾列如右方．以右行上禾遍乘中行而以直

除．又乘其次，亦以直除．”

将（）式中第一个方程的各个系数及常数项３，２，１，

３９列在右方（图１ ４的右行），同样将第二个方程，第三个

方程的各个系数及常数项２，３，１，３４；１，２，３，２６列在

中行及左行．用右行上禾的系数３遍乘中行各数得６，９，

３，１０２，然后两次减去右行对应各数，得０，５，１，２４．又用

３遍乘左行各数得３，６，９，７８，减去右行对应各数得０，４，

８，３９．

“除”是相减，“直除”就是减去对应的各数、减的次数没有限定，总之减到不能再减为止．

图１ ５

图１ ６

这样做的目的，是要消去一个未知数．

经过这样的步骤，图１ ４变成图１ ５，左行和中行相当于

５狔＋ 狕＝２４

４狔＋８狕＝
烅
烄

烆 ３９

再消去一元就可以得到答案．用中行中禾的系数５遍乘左

行得２０，４０，１９５，四次减去中行对应的数字５，１，２４得０，

３６，９９，这样得到图１ ６．左行相当于

３６狕＝９９．

狕＝
９９

３６
＝
１１

４
．

既解出一个未知数，用代入法就可以求出另外两个未知

数来．

这是联立一次方程的普遍解法．除了符号、术语和计算工

具不同之外，和现在使用的消元法实质一样．

在国外，也有一些解线性方程组的，稍后于刘徽的丢番图

和７世纪印度的婆罗摩及多也解过一些联立方程，但远不及
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《九章算术》“方程”的算法整齐，也没有一般的解法．

至于线性方程组的完整解法，到１７世纪末莱布尼兹才着手拟定，由此导致行列式的发

明（１６９３）．１７６４年，法国的培祖（ｔｉｅｎｎｅＢｚｏｕｔ）用行列式去建立线性方程组的一般理论．

从时间上来说，《九章算术》的解法实在是世界数学史上一大光辉成就，值得我国人

自豪！

以上资料摘选自

（１）李文林《数学史教程》．

（２）梁宗巨《世界数学史简编》．

（二）一元一次不等式及不等式组（第七章）

（１）类比等式基本性质，在不等式基本性质中，也列入相应的两条：对逆性、传递性．

（２）对于任意两个实数犪、犫，如何比较它们的大小呢？一般有下面约定：

犪－犫＞０

犪－犫＝０

犪－犫＜

烍

烌

烎０



犪＞犫

犪＝犫

犪＜

烅

烄

烆 犫

在七（上）第一章，学过有理数减法后在习题１．４中第１０题，就已经为这里做准备了．

在八（上）第十二章一次函数中，比较狔１ ＝８０狓与狔２ ＝６０狓＋１０００值的大小时，也需

用到．　　　

（３）因为小学已学过比较两个小数（分数）的大小，不等的概念与符号已知道，所以本章

一开始第一个问题是带有复习性质的，让学生知道在原有知识基础上进一步学习．

（三）一元二次方程（第十七章）

（１）在推导出一元二次方程犪狓２＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）的求根公式：狓＝
－犫± 犫

２
－４槡 犪犮

２犪
＝

－犫±槡Δ

２犪
（Δ＝犫

２
－４犪犮）时，课本上接着说明：当Δ＞０时，有两个不相等实数根；当Δ＝０

时，有两个相等的实根；当Δ＜０时，没有实数根．

这里，要特别提醒注意：“Δ＜０时，没有实数根，”的意义“是
－犫±槡Δ

２犪
不是实数”（高中

再出现“虚数”概念）．而不是说Δ＜０时，不能用这个公式求根了（这时仍然用此公式求根）．

不说清楚这一点，连韦达定理在Δ＜０时也不能成立了．因为课本上说明韦达定理时，

是利用求根公式来推导的．
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（２）分式方程．课本没有单独列成一章．一般解法都是用几个分式的公分母去乘各项，

化为整式方程去解．由于化成整式后，可能是一次、二次等，因此，课本分别在七（下）第九章

分式中，列一节解可化为一元一次方程的分式方程，而在这一章，安排一个例题（书上例５）来

解可化为一元二次方程的分式方程．

这里要提醒注意：有些分式方程（组）在求解时，如直接通过去分母，往往会得到一个高

于二次的整式方程，不易求解．这时，可考虑如下例那样用换元方法求解：

例　解方程
狓

狓
２
＋１
＋
狓
２
＋１

狓
＝
５

２
．

解时可先设狔＝
狓
２
＋１

狓
，于是先解

１

狔
＋狔＝

５

２
．求出狔１＝２，狔２＝

１

２
，然后再解

狓
２
＋１

狓
＝

２，
狓
２
＋１

狓
＝
５

２
．

这个处理问题的方法，在这章没有举例，但在第九章Ｃ组复习题中给出一题．

解下列方程组：①

４

狓
＋
３

狔
＝１０，

９

狓
－
７

狔
＝－５

烅

烄

烆
；
　②

４

狓＋狔
＋
６

狓－狔
＝３，

９

狓－狔
－
１

狓＋狔
＝１

烅

烄

烆
．

希望给学生一些启示．

（３）前面学过，一元二次方程可以通过因式分解法求解．反过来，一个二次三项式的因

式分解，也可通过一个二次方程的求根给予解决（没讲求根公式前，只有用配方法，但这就麻

烦了）．

如果方程犪狓
２
＋犫狓＋犮＝０（犪≠０）的两根为狓１，狓２，由韦达定理可知：狓１＋狓２＝－

犫

犪
，

狓１狓２＝
犮

犪
．

　　这样，可得 犪狓
２
＋犫狓＋犮＝犪 狓

２
＋
犫

犪
狓＋

犮（ ）
犪

＝犪［狓
２
－（狓１＋狓２）狓＋狓１狓２］

＝犪（狓－狓１）（狓－狓２）．

这就是说，要把二次三项式犪狓２＋犫狓＋犮分解因式时，可先求出方程犪狓
２
＋犫狓＋犮＝０的

两个根狓１，狓２，然后直接得出：犪狓
２
＋犫狓＋犮＝犪（狓－狓１）（狓－狓２）．

例１　把下列各式分解因式：

①狓
２
－２狓－１；　　　　　　　　　②４狓

２
＋８狓－１．

解　① ∵ 方程狓
２
－２狓－１＝０的两根为狓１＝１＋槡２，狓２＝１－槡２，

∴狓
２
－２狓－１＝（狓－１－槡２）（狓－１＋槡２）．

② ∵ 方程４狓
２
＋８狓－１＝０的两根为
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狓１＝
－２＋槡５

２
，狓２＝

－２－槡５

２
，

∴４狓
２
＋８狓－１＝４狓－

－２＋槡５烄

烆

烌

烎２
狓－

－２－槡５烄

烆

烌

烎２

＝（２狓＋２－槡５）（２狓＋２＋槡５）．

例２　把９狓
２
－３０狓狔＋２４狔

２分解因式．

解　 把狓看作未知数，狔看作已知数，则关于狓的方程９狓
２
－３０狓狔＋２４狔

２
＝０的两根是

狓１＝２狔，狓２＝
４

３
狔

∴９狓
２
－３０狓狔＋２４狔

２
＝９（狓－２狔）狓－

４

３
（ ）狔

＝（３狓－６狔）（３狓－４狔）．

　　练　习

把下列各式分解因式：

（１）狓２－３狓－２，　　　　　　　　　　　　　（２）４狓
２
－２狓－１，

（３）６狓２－１６狓狔＋８狔
２， （４）狓２－４狓狔＋狔

２
．
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*、+　"

有理函数

整式函数
一次函数
烅
烄

烆二次函数

分式函数—
｛

反比函数

（一）平面直角坐标系（第十一章）

（１）在这里讲平面直角坐标系，是为下章讲函数做准备．介绍函数概念时，通过实际问

题中有列表、解析式、图象表述的两变量间关系抽象出概念的．函数需要画图，故需先介绍平

面直角坐标系．

另外，在上一章相交线平行线中还学习了平移．平面图形放在坐标系里作平移也更为方

便（后面要讲的其他几何变换也同样），因此接着在这里介绍直角坐标系是很必要的．

（２）“阅读与思考”中介绍确定台风中心位置，涉及极坐标和球面坐标，扩大学生视野．

（３）在坐标系内作平移，就是把图形上点的横、纵坐标加、减一个数即可．

（二）一次函数（第十二章）

（１）本章第一小节讲画函数图象时，课本重点放在画正比例函数图（例习题中有狔＝

±２狓，狔＝－狓，狔＝±４狓），务必让学生实际操作，从而有较深印象．

为什么如此安排呢？研究一次函数的图象和性质，是以它的特例为基础进行的．先让学

生总结前面画过的狔＝±２狓，狔＝±４狓等图象，直观地归纳出狔＝犽狓的图象是通过原点的

一条直线．然后，通过在同一坐标系中画出狔＝２狓，狔＝２狓＋３得到狔＝犽狓＋犫是一条平行

于狔＝犽狓的直线的（狔＝犽狓的图象是一条过原点的直线，在学过相似形、直角三角形解法

后，可以从道理上作出说明———见九年级相关的复习题）．

（２）狔＝犽狓＋犫与狔＝犽狓的关系，在学过平移之后，还可如下进行．

对于狔＝２狓来说，将它向上平移３个单位，即作（狓，狔）→（狓，狔＋３）后得新函数狔＋
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３＝狔′，狓＝狓′，从而得狔＝狔′－３，狓＝狓′，代入狔＝２狓中得狔′－３＝２狓′即狔′＝

２狓′＋３．　　　

（３）“方程与曲线”这是解析几何研究的内容．函数有图象，方程也应有它的图象（叫曲

线）．课标在一次函数标题下，有一条要求：“体会一次函数与二元一次方程的关系”．课本根

据这个精神，在能把二元一次方程转化为一次函数这个前提下，建立二元一次方程与直线的

对应．提前渗透解析几何思想．

（４）二元一次方程的解集有无数组．课本在这节的练习中第２，３两题，就是让学生通过

练习，进一步记住这一点．

一般地，未知数的个数多于方程的个数时，它们的解往往不确定，这类方程或方程组称

为不定方程或不定方程组，对于不定方程（组），通常感兴趣的是研究他们的整数解．

（５）二元一次方程的整数解．有５角、１元的硬币各若干个，从中取出一些凑成４元，问

有多少种不同取法？

设每次取出５角的狓个、１元的狔个，问题就成为求０．５狓＋狔＝４的整数解．

在限制条件下，这个方程狔＝４－０．５狓的解只有有限个，可用列表逐个检验去求：

狓 ０ ２ ４ ６ ８

狔 ４ ３ ２ １ ０
．那么对于任意的二元一次不定方程，能不能找到一个有效而

又简便的方法，去求出它的所有解呢？

例１　求方程１３狓＋３０狔＝４的整数解．

解　由原方程可得

狔＝
４－１３狓

３０

因为要求狓，狔都是整数，所以
４－１３狓

３０
必定是整数．因此４－１３狓应是３０的倍数．

由观察可知，当狓＝－２时，４－１３狓＝４－１３×（－２）＝３０是３０的一倍，即得狔＝１．

就是说，通过观察，我们求得了方程的一组解
狓＝－２，

狔＝１
烅
烄

烆 ．

本例是不是只有这一组解呢？如果不是，又如何求出其余解？

通过观察，已经找到了一组解．下面，利用这组解来探求方程的其他解．

设（狓，狔）是方程的任一组整数解，于是有

１３狓＋３０狔＝４． ①

又因为（－２，１）是方程的一组整数解，于是也有

１３×（－２）＋２×１＝４． ②

比较①②得

１３狓＋３０狔＝１３×（－２）＋３０×１．
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分别移项后合并，得

１３（狓＋２）＝３０（１－狔）． ③

因为狓，狔都是整数，所以等式③两边都是整数．又等式左边能被１３整除，因此等式右

边也应能被１３整除．但３０不能被１３整除，所以，只有１－狔能被１３整除，即

１－狔＝１３狋，狋是整数．

将１－狔＝１３狋代入方程（３），得

狓＋２＝３０狋，狋是整数．

于是，我们有
狓＝－２＋３０狋，

狔＝１－１３
烅
烄

烆 狋
　（狋是整数）．

不妨给狋一些值，求对应的狓，狔值，然后代入原方程中检验看，是不是方程的解．由此可

见，这就是原方程的全部整数解．

对于原方程来说，某组具体解如
狓＝－２，

狔＝
烅
烄

烆 １
叫做它的特解，而

狓＝－２＋３０狋，

狔＝１－１３
烅
烄

烆 狋
（狋是整

数），则叫做它的通解．

至此，我们算圆满地解答了例１．

对于每一个二元一次不定方程都按上述过程求解，就显麻烦，能不能就一般式来研究出

一个求解公式呢？

受上面例子的启发，研究下面一个一般性问题：

如果犪，犫是互素（即犪与犫除１外，没有公约数）的正整数，犮是整数，且方程

犪狓＋犫狔＝犮 ①

有一组整数解狓０，狔０（特解），那么这个方程的一切整数解（通解）是：

狓＝狓０＋犫狋，

狔＝狔０－
烅
烄

烆 犪狋
　（狋是整数）．

证明　设狓，狔是方程①的任一组整数解，于是有

犪狓＋犫狔＝犮． ②

因为狓０，狔０是方程①的整数解，当然满足方程：

犪狓０＋犫狔０＝犮． ③

由②③，得

犪狓＋犫狔＝犪狓０＋犫狔０，

即 犪（狓－狓０）＝犫（狔０－狔）． ④
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④式中各个字母都代表整数，且犪，犫互质，所以狓－狓０必是犫的倍数，即狓－狓０＝犫狋（狋

是整数）．将此式代入④，得狔０－狔＝犪狋，于是得

狓＝狓０＋犫狋，

狔＝狔０－
烅
烄

烆 犪狋
　（狋是整数）． ⑤

将⑤代入①，有

犪狓＋犫狔＝犪（狓０＋犫狋）＋犫（狔０－犪狋）＝犪狓０＋犫狔０＝犮．

所以⑤式即为方程①的一切整数解．

这里的方程①的通解，能不能改写成如下形式：（你证一证看）

狓＝狓０－犫狋，

狔＝狔０＋
烅
烄

烆 犪狋
　（狋是整数）．

有了公式⑤，求二元一次不定方程的通解，关键是先要找出它的一组特解．

如何找出二元一次不定方程的一组特解？下面通过例题来具体说明．

例２　求５狓＋３狔＝２２的整数解．

解法一　这个题中系数小，直接观察就可得出当狓０＝２，狔０＝４是方程的一组解，所以

方程的通解为

狓＝２＋３狋，

狔＝４－５
烅
烄

烆 狋
　（狋是整数）．

解法二　先把方程变形，并尽可能地把整数分离出来，然后再观察就更容易，如

狔＝
２２－５狓

３
＝７－狓＋

１－２狓

３
．

容易看出１－２狓应是３的倍数．很明显，狓＝－１时，有狔＝９是方程一组解，所以通

解为　　

狓＝－１＋３狋，

狔＝９－５
烅
烄

烆 狋
　（狋是整数）．

解法三　先考察方程

５狓＋３狔＝１，

因为这个方程系数小，容易观察得到

５×２＋３×（－３）＝１．

将上式的两边乘以２２，得

５×（２×２２）＋３×［（－３）×２２］＝２２．
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故取　狓０＝２×２２＝４４，　狔０＝（－３）×２２＝－６６．

所以通解为
狓＝４４＋３狋，

狔＝－６６－５狋
烅
烄

烆 ．
（狋是整数）

可见，二元一次不定方程在无约束条件下，通常有无数组整数解．由于求出的特解不同，

它的通解形式可能不同．但它们都包含了所有整数解．

对于例２中三个不同的通解形式，分别令狋取不同整数，检验一下，它们是否能得到相

同的特解？

例３　求方程６狓＋２２狔＝９０的非负整数解．

解　原方程应先化简为

３狓＋１１狔＝４５． ①

由观察，易知狓０＝４，狔０＝－１是方程

３狓＋１１狔＝１

的一组整数解，故方程①的一组整数特解为

狓０＝４×４５＝１８０，

狔０＝（－１）×４５＝－４５
烅
烄

烆 ．

所以方程①的通解为

狓＝１８０＋１１狋，

狔＝－４５－３
烅
烄

烆 狋
　（狋是整数）．

但本题要求的是非负整数解，所以应有

１８０＋１１狋≥０，

－４５－３狋≥０
烅
烄

烆 ．

解得－
１８０

１１
≤狋≤－１５．由于狋是整数，故狋只可能取－１６，－１５．

图１ ７

当狋＝－１６时，得　狓＝４，狔＝３；

当狋＝－１５时，得　狓＝１５，狔＝０．

故原方程的非负整数解是

狓＝４，

狔＝３
烅
烄

烆 ；
　
狓＝１５，

狔＝０
烅
烄

烆 ．

例４　有两个水桶，小水桶能盛水４ｋｇ，大水桶能盛水１１ｋｇ，不

用秤称，应该怎样用这两个水桶盛出５ｋｇ水来（图１ ７）？

你回忆一下，如何解决？

这样的题，你不妨画一个图做个理想实验（代替真的用桶装）：
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（１）小桶装满水后倒入大桶，连续３次，这时大桶已满，小桶中还剩１ｋｇ．

（２）将大桶中水倒掉，再把小桶中第３次剩下的１ｋｇ水倒入大桶．

（３）将小桶第４次装满，再倒入大桶，这时大桶中有水５ｋｇ．

实验是科学研究中的一个重要方法，特别有助于人们去观察现象、发现和验证规律．这

里通过实验，找到了解决问题的办法．是否就只有如上一种方法？怎样推广到去解决类似

问题？

现在，我们来分析上面操作过程中的数量关系，把倒水过程中的数量列式，有

（４×３－１１）＋４＝４×４－１１＝５．

可见，整个过程是研究４与１１经过多少次加、减运算，能得到数５．本例中４加了４次，

减去一个１１（或者说加上一个－１１）．问题的实质也就是求４与１１出现的次数了．

设４出现狓次，１１出现狔次，用４和１１把５表示出来，即得

４狓＋１１狔＝５． （１）

这样，就把分水问题归结为求不定方程（１）的整数解了．

这个方程应该会解了吧！

它的通解应是

狓＝４＋１１狋，

狔＝－１－４
烅
烄

烆 狋
　（狋是整数）． （２）

可见上面的分水问题，远非一组解，（２）就是它的所有整数解．

比如，当狋＝－１，由（２）得狓＝－７，狔＝３．这也就是一种分水方法：① 大桶第一次装

满，两次装满小桶并倒出，第３次有３ｋｇ倒在小桶中；② 大桶第二次装满，先倒１ｋｇ入小

桶，小桶倒出，大桶中１０ｋｇ，再两次倒满小桶后倒出，再把大桶中的２ｋｇ倒入小桶；③ 大桶

第三次装满，先倒２ｋｇ入小桶并由小桶倒出，从大桶中再装满小桶一次，这时大桶中就剩下

１１－２－４＝５了．　

又如，当狋＝０时，狓＝４，狔＝－１这正好就是前面实验的情形．

不用秤称，而用两个不同的桶来分水的问题如例４，还是可以找到别的解决方法．

设４ｋｇ、１１ｋｇ的两种容量的桶中装有犻ｋｇ、犼ｋｇ水，因而可用整数点表示倒水过程中的

状态，０≤犻≤４，０≤犼≤１１是倒水时必须将一个桶倒满，或者将一个桶倒空，把整数点画成

坐标图如图１ ８所示．

在允许的顶点集中，如果状态（犻１，犼１）可经过一次倒水达到状态（犻２，犼２），就在对应顶点

之间用一条带方向（箭头表示）的线把它们连结起来．向上的线表示向４ｋｇ桶里倒入、向下

线表示从４ｋｇ桶中倒出，向右线表示向１１ｋｇ桶中倒入，向左线表示从１１ｋｇ桶中倒出．我

们的目标，就是在图中寻找从（０，０）到（５，０）的有向路径．

在图１ ８上，可以找到一条有向路径：（０，０）→（０，４）→（４，０）→（４，４）→（８，０）→

（８，４）→（１１，１）→（０，１）→（１，０）→（１，４）→（５，０）．
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图１ ８

按这个路径具体操作是：→装满４ｋｇ桶→将４ｋｇ桶中水倒入１１ｋｇ桶→装满４ｋｇ

桶→将４ｋｇ桶中水倒入１１ｋｇ桶→装满４ｋｇ桶→将４ｋｇ桶中水的３ｋｇ倒入１１ｋｇ桶→将

１１ｋｇ桶中全部水倒出→将４ｋｇ桶中１ｋｇ倒入１１ｋｇ桶→装满４ｋｇ桶→将４ｋｇ桶中水倒

入１１ｋｇ桶．

由上可以看出，用这样的有向图来解决这个问题，不仅可以得知要通过１０次能得出结

果，而且还给出了具体的操作办法．

图１ ９

另一条路经如图１ ９：（０，０）→（１１，０）→（７，４）→（７，０）→（３，４）→（３，０）→（０，３）→

（１１，３）→（１０，４）→（１０，０）→（６，４）→（６，０）→（２，４）→（２，０）→（０，２）→（１１，２）→

（９，４）→（９，０）→（５，４）→（５，０）．按这条路径操作共须１９次．二次函数狔＝犪狓２＋犫狓＋犮的

对称轴方程狓＝－
犫
２犪
不就是一条直线吗？

（６）在二元一次方程犪狓＋犫狔＝犮中，只要犪
２
＋犫

２
≠０（即犪，犫不同时为０），那么，它们

在平面坐标系里的图形，仍然是一条直线，如狓＝５，或狔＝－２．

有了这样的说明，二元一次方程组可以定义为两个二元一次方程组成的方程组了．

（７）“能根据一次函数的图象求二元一次方程组的近似解”．这是原课标（实验稿）上提

的要求．２０１１版课标已没有这个提法了．它只提出“体会一次函数与二元一次方程的关系”．

因此，课本在讲一次函数与二元一次方程组的关系时，主要是以图形为背景，让学生直观体
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会二元一次方程组解的三种可能，而不在于求出解．

（８）课标指出“推理能力的发展应贯穿于整个数学学习过程中．推理一般包括合情推理

和演绎推理”．归纳和类比属于合情推理外，统计推断也属于合情推理．因此，本章的“综合与

实践”就安排“一次函数模型的应用”，而在九（上）第二十一章二次函数的应用中，安排了一

个二次函数模型，研究汽车制动距离与速度间关系问题．两者都是通过建模，去探究事件发

展可能的结果．

（９）一次函数之前，已经学过了一元一次方程和一元一次不等式的解法．因此，在这章，

用一次函数把前两者统一起来，即一元一次方程和不等式的解，乃是一次函数的零点与非零

点，以加强学生对数学知识的整体认识．

（三）二次函数与反比例函数（第二十一章）

（１）二次函数，首先重点研究狔＝犪狓
２ 的图象与性质，然后通过平移同时研究

狔＝犪狓
２
＋犽，

狔＝犪（狓＋犺）
２烅

烄

烆 ，
最后通过配方研究狔＝犪狓

２
＋犫狓＋犮＝犪狓＋

犫

２
（ ）

犪

２

＋
４犪犮－犫

２

４犪
．

（２）和一次函数一样，用二次函数统一一元二次方程和一元二次不等式解的研究．

（３）二次函数的应用，重点是利用它求极值．

（４）为什么把反比例函数放在二次函数一起呢？

先来看解析几何的旋转公式：

狓＝狓′ｃｏｓθ－狔′ｓｉｎθ，

狔＝狓′ｓｉｎθ＋狔′ｃｏｓθ
烅
烄

烆 ．

这个公式中（狓，狔）是旧坐标，（狓′，狔′）是该点在转轴后新坐标系中的新坐标．θ是坐标轴旋转

的角度．

例１　将坐标轴旋转
π

４
，求曲线狓狔＝犽（犽≠０），在新坐标系中的方程，并画图．

解　 把θ＝
π

４
代入上面旋转公式，得

狓＝狓′ｃｏｓ
π

４
－狔′ｓｉｎ

π

４
＝
１

槡２
（狓′－狔′），

狔＝狓′ｓｉｎ
π

４
＋狔′ｃｏｓ

π

４
＝
１

槡２
（狓′＋狔′）

烅

烄

烆
．

代入方程狓狔＝犽，得

１

槡２
（狓′－狔′）·

１

槡２
（狓′＋狔′）＝犽，即狓′

２
－狔′

２
＝犽．
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这个方程的图形是等轴双曲线，当犽＞０时双曲线焦点在狓′轴上，当犽＜０时双曲线焦

点在狔′轴上，如图１ １０所示．

图１ １０

例２　将坐标轴旋转
π

２
，求狔＝犪狓

２在新坐标系中的方程．

解　 把θ＝
π

２
代入上面旋转公式，得

狓＝狓′ｃｏｓ
π

２
－狔′ｓｉｎ

π

２
＝－狔′，

狔＝狓′ｓｉｎ
π

２
＋狔′ｃｏｓ

π

２
＝狓′

烅
烄

烆 ．

代入狔＝犪狓
２，得

狓′＝犪（－狔′）
２，即狔′

２
＝
１

犪
狓′．

这个方程在新坐标系中的图形，是解析几何中研究的抛物线，当犪＞０时，焦点在狓′轴

正半轴上，当犪＜０时焦点在狓′轴负半轴上．

由上可见，二次函数图象与反比例函数图象统一是解析几何中的“二次曲线”．把它们放

在一章是否有道理？

另外，反比例函数与一次、二次函数图象不一样，对于整个实数区间来说，它的图象，不

连续，而以两个坐标轴为它的渐近线，以狔轴为界图象被分为两支．这也较难理解．
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图 形 与 几 何
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（一）直线与角（第四章）

（１）有的书上先从背景材料引出直线概念，然后定义线段、射线．本教科书先从背景材

料引出线段概念，然后介绍射线、直线．

（２）苏联科学院院士Ａ．Ｈ．柯尔莫戈洛夫主编的《几何》课本，定义：“任一点集叫做几何

图形．”

几何图形是由点、线、面、体组成的．其中点是最基本的图形．

（３）２０１１版课标增加了“理解线段的和、差”．课本中增加了这个内容．后面在给出公式

（犪±犫）２的几何背景时，用相似形知识证明成比例线段时都要会用到．

（４）课标提出“会比较线段的长短”“能比较角的大小”．课本在这两处，除了介绍可通过度

量进行比较外，着重介绍了叠合的方法．为什么呢？因为后面判定两个三角形全等的两个命题

犛犃犛、犃犛犃，是可以通过叠合证明的，而要叠合两个三角形，必须知道如何叠合线段和角的．

（５）“尺规作图”中，作一条线段等于已知线段；作一个角等于已知角，是作为基本作图

被提出的．在这里介绍，可以要求学生作出两线段和差；两角的和差（课本安排在相应的练习

中）这不仅有利于学生“理解线段的和差”，更重要的是，在探索两个三角形是否全等时，如不

通过作图作出两个可供叠合的三角形，那么怎么出现两个符合犛犃犛，犃犛犃条件的图形呢？

有人提出，在这里作一个角等于已知角，不好证明作法正确（课本在判定两个三角形全

等一节，作为练习中一题，要学生自己证明当初作图的正确性的）．其实好多内容不是一开始

就要立即说清道理的，如狔＝犽狓的图象是过原点的一条直线，在七年级数学内容中能说清

吗？我们在九（上）讲相似形、解直角三角形时放在复习题中，让学生领会如何去说道理的．

附录： 欧几里得几何
在初中学习的平面几何，通常称作欧氏几何．

生活在大约公元前３３０年～前２７５年之间的伟大希腊数学家欧几里得，长期从事教学、
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研究和著述，涉猎数学、天文、光学和音乐等诸多领域，所著《原本》共１３卷．这部科学巨著自

问世以来到１９世纪末，已被翻译成各种语言的版本超过１０００种以上．明朝万历年间（１６０７

年），徐光启和传教士利玛窦（意大利）把前６卷译成中文出版，定名为《几何原本》．

《几何原本》从少量“自明的”定义、公理出发，利用逻辑推理的方法，推演出整个几何体

系，选取少量的原始概念和不需证明的命题，作为定义、公设和公理，使它们成为整个体系的

出发点和逻辑依据，然后运用逻辑推理证明其他命题．它成为人类文明的一块极致瑰宝，创

造了人类认识宇宙空间，认识宇宙数量关系的源头，是一部人类历史上的科学杰作．铸造了

一部完整的逻辑演绎体系．

两千余年来，所有初等几何教科书以及１９世纪以前一切有关初等几何的论著，都以《几

何原本》作为依据．

《几何原本》第一卷，一开头就给出了２３个定义．接着，给出５条公设和５条公理：

公设：

① 从任一点到任一点可作直线．

② 直线可向两端无限延长．

③ 以定点为圆心及定长线段为半径可以作圆．

④ 凡直角都相等．

⑤ 同平面的一条直线和另外两条直线相交，若在直线同侧的两个内角之和小于１８０°，

则这两条直线在直线的这一侧一定相交．

公理：

① 等于同量的量彼此相等．

② 等量加等量，其和仍相等．

③ 等量减等量，其差仍相等．

④ 彼此能够重合的物体是全等的．

⑤ 整体大于部分．

欧几里得采纳了亚里士多德（Ａｒｉｓｔｏｔｌｅ）对公设和公理的区别：即公理是适用于一切科

学的真理，而公设则只应用于几何（现在都称作公理）．

上面的第５公设，由于它的叙述不像其他公设那样简洁、明了．有人怀疑它不像是一个

公设，而更像是一个定理．从公元前３００年古希腊时代开始到１８００年间，数学家们一直没有

放弃消除对欧氏几何第五公设怀疑的努力．他们沿着两种研究途径，一种是用更加自然、易

于接受的命题来代替平行公理；另一种是试图以欧几里得的其他９个公理推导出平行公理

来．在众多研究的替代第五公设中，今天最常用的是：“过已知直线外一点，有且只有一条直

线平行于已知直线．”［这是苏格兰数学家普莱菲尔（Ｊ．Ｐｌａｙｆａｉｒ１７４８—１８１９）给出的］在研究

平行公理的第二种途径中，许多数学家经多年研究，推进了工作，逐步认识到这条公理是不

能从其他公理推出的．但最先认识到非欧几何是一种逻辑上相容并且可以描述物质空间、像

欧氏几何一样正确的新几何学的是高斯．他从１７９９年开始意识到平行公理不能从其他欧几

里得公理推出来，并从１８１３年起发展了这种平行公设在其中不成立的新几何．作为非欧几
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何的发明者，除高斯外，还有同时代的两位：匈牙利数学家波约（Ｊ．Ｂｏｌｙａｉ１８０２—１８０６）、俄

国数学家罗巴切夫斯基（Ｎ．Ｉ．Ｌｏｂａｔｃｈｅｖｓｋｙ１７９３—１８５６）．三人中，只有罗巴切夫斯基最

早、最系统地发表了自己的研究成果，并且最坚定地宣传和捍卫自己的新思想．罗巴切夫斯

基非欧几何的基本思想与高斯、波约是一致的，即用与欧几里得第五公设相反的断言：“通过

直线外一点，可以引不止一条而至少是两条直线平行于已知直线”，作为替代公设，由此出发

进行逻辑推导而得出一连串新几何学的定理．罗巴切夫斯基明确指出，这些定理并不矛盾，

因而它的总体就形成了一个逻辑上可能的、无矛盾的理论，这个理论就是一种新几何学———

罗巴切夫斯基几何．其后，德国数学家黎曼（Ｂ．Ｒｉｅｍａｎｎ１８２６—１８６６）在１８５４年发展了罗巴

切夫斯基等人的思想而建立了一种更广泛的几何，即现在所称的黎曼几何．罗巴切夫斯基几

何及欧几里得几何只不过是这种几何的特例．

以上介绍的内容，作为数学教师是应该清楚的．这样，才能更好地理解《２０１１版课程标

准》和沪科版《数学》．

（１）《２０１１版课标》不出现公理（包括公设），只出现九条“基本事实”．这九条基本事实中

有两条是公理．其余七条都是定理，他们是可以证明的，课标可能考虑为减轻负担，不要求给

出证明，只作为基本事实提出让学生了解即可．

在沪科版《数学》教科书中，把欧氏公理第４条作为“全等”的定义放在全等三角形一章

中．在代数的一元一次方程一章中，给出了等式的四条基本性质，这实际就是欧氏的几条公

理．类似地，在代数的不等式一章中，也给出了不等式的四条基本性质．这些应该作为推理、

运算的理论根据（包括数字运算中加法和乘法的运算律、幂的运算基本性质）．

理性思维的培养，不仅要结合几何内容进行．同样，教授代数内容时每一步的运算也应

当有根有据．

（２）北京大学李忠教授认为“中学数学教育的目的有以下三个方面：传授初等数学知

识；进行逻辑推理训练；培育科学精神”．“数学的训练对青少年的心智、潜能的开发与提升，

对于他们的科学精神、探索精神与创新精神的培育，是深刻的、长远的，也是其他学科所不能

替代的……说到这里，不能不专门讲一讲欧几里得几何这个课，因为它是最能代表数学演绎

精神和数学教育意义的．”“《几何原本》作为教材，在欧洲使用一千年以上……现在我们知道

的著名科学家，如牛顿、爱因斯坦，无一不深受其影响，无一不是受到它的激发而走上科学之

路．爱因斯坦说过：‘在逻辑推理上的这种令人惊叹的胜利，使得人类为他们的未来成就获得

了必要的信心．’”“一个中学生，在他工作之后可能再没有遇到过一个几何题目或一个二次

方程，但是他从数学课中所学到的思考能力以及推理的能力，却伴随他的终生．”

复旦大学李大潜教授说：“我反对讲数学哪些有用、哪些无用．只是有些数学内容用的范

围大，有些用的范围小；有些与外部联系多，有些联系少．所有这些知识形成一个复杂的网

络．不要以‘将来没有用’来决定教材中内容的删减，要看在数学整体中的作用．如欧几里得

几何，原先的公理体系自然不是非要它不可，但核心问题是逻辑推理方法的训练．培养逻辑

推理能力这一重要的数学素质，最有效的手段是学习平面几何．学习平面几何自然要学一些

定理，但主要是训练逻辑思维，为此必须要学习严格的证明和推理．”
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（二）相交线、平行线与平移（第十章）

（１）在平行公理后，出现三线平行定理，在这里如用反证法，学生是否能接受？所以我

们把它放在九（下）专讲反证法时，作为习题让学生去解决的．另外，在八（上）第十三章，讲了

证明方法后，也是让学生去自己证明的（这里方法就可有多种）．

（２）平行线性质定理，课标要求证明．这也是反证法，也放到九（下）作为例题．

（三）三 角 形

　　１．三角形中边角关系、命题与证明（第十三章）

（１）本章是逻辑推理的开始，首先要让学生理解为什么要进行论证，其次是这一节要循序渐

进，通过证明三角形内角和定理及三个例题（例３～例５），让学生逐步熟悉证题的步骤和过程．

（２）命题“若狆则狇”可简写成狆→狇形式，这种命题叫假言命题，其中狆，狇分别叫做前

提（题设）与结论（题断）．如果把一个命题的前提与结论互换其位置得到的命题称为原命题

的逆命题．

给出一个命题的逆命题是一件比较复杂的事．如果一个命题是简单命题，只要把该命题

中的“前提”与“结论”互换，就可得到该命题的逆命题．例如：原命题：“如果两直线平行，那

么同位角相等”，其逆命题“如果同位角相等，那么两直线平行”．如果一个命题的题设与结论

中包含不止一个条件和结论，那么，在给出逆命题时就存在着部分调换或全部调换题设与题

断的问题．为了区别起见，把部分交换题设与题断所得新命题称为原命题的偏逆命题．

但要强调的是，通常讲逆命题都是指全部调换原命题的题设与题断而得的新命题．

　　２．全等三角形（第十四章）

（１）三角形全等条件（由一个元素、两个元素到三个元素的探索）的确定、在三个判定定理

之后，再分析还有哪些可能，这是一个全面分析问题的过程，要逐步引导学生思考，不宜省略．

（２）“能够完全重合的两个图形，叫做全等形”（欧氏几何公理）．课本在作出犛犃犛、犃犛犃

图形后，让你叠一叠，希望你从而验证结论的正确．

（３）关于全等三角形，２０１１版课标上明确提出四条：

① 理解全等三角形的概念，能识别全等三角形中的对应边、对应角．

② 掌握基本事实：两边及其夹角分别相等的两个三角形全等．

③ 掌握基本事实：两角及其夹边分别相等的两个三角形全等．

④ 掌握基本事实：三边分别相等的两个三角形全等．

在介绍上述三个全等判定定理时，为什么把用尺规作图作出三角形（课标上明确规定要

作这样图）放在这里呢？因为，通过作图说明满足这样条件的三角形存在，然后，不同人按同
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一条件作出的图形完全可以叠合，即作出的图形唯一．

犛犃犛、犃犛犃作出后，最好让同桌两位同学叠合一下，十分必要（课本上提出这个要求

的）．至于犛犛犛不能叠合（课本没有这个要求）与直角三角形中犎犔判定定理一样，要到等腰

三角形讲过后，才能证明（犛犛犛定理的证法与犎犔证法基本一样）．

（４）“全等三角形对应边上的高相等”作为例题的，完全不必讲解，而让学生主动思考解

决．这题用面积公式证明更简单，为什么课本上用两个小直角三角形全等来证呢？这都不需

教师讲，当学生在做过当天练习中“证明全等三角形对应边上中线（对应角平分线）相等”后，

让学生回过头来看例题，让他们思考当一题有多种解法时，哪种解法更具有普遍意义．

　　３．轴对称图形与等腰三角形（第十五章）

（１）轴对称图形与两个图形成轴对称是两个不同概念，既有区别又有联系．

（２）１５．３节例１，题目的条件有多余的，Ａ组复习题８，条件特殊了，可更一般些．

（３）本章复习题Ｃ组中第２题，是意大利数学物理学家ＶｉＶｉａＮｉ（１６２２—１７０３）发现的定

理．把它与第１题放在一起，旨在让学生体会解题的一种方法———转化．（此题证法不止一

种，其中之一是转化为第１题）

而第十三章Ｂ组复习题第４题，也正想说明这样的思路．因为这种处理问题的方法，在

几何中是常用的．

　　４．勾股定理（第十八章）

（１）勾股逆定理的证明，在实验本上有过，用的是同一法．修改送审时，审查委员建议

去掉．

图２ １

（２）勾股定理的证明，方法甚多，除正文外，史话及复习题中还有，让学生认真读读．

另外，在相似形一章中，在习题中安排了“根据相似形知识证明勾股定理”的题，目的是

通过具体例子发展学生逻辑推理能力．

（３）本章Ｂ组复习题第７题，目的何在？归纳法推理，容易疏忽它存在的问题，因此要

谨慎．

（４）“阅读与思考”内容与Ｃ组复习题第４题，主要为学生

进入高中后学习函数时作准备．

（５）图２ １为底面半径为狉，高为犺的圆柱，点犃，犅为圆

柱轴截面矩形中相对的两顶点，求蚂蚁从犃爬到犅 的最短

距离．

这个题，过去选用过，现在删去了．为什么？因为从犃到犅

有三条路：一条是犃犆＋犆犅＝犺＋２狉，第二条是展开图后︵犃犅

长＝ （π狉）
２
＋犺槡 ２

．由这两个式算得
犺

狉
＝
π
２
－４

４
≈１．４６．故

当
犺

狉
＜１．４６时路径２较短；当

犺

狉
＞１．４６时路径１较短，当
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犺

狉
＝１．４时，两条路一样长．对于第三条路径则为︵犃犇＋犇犅＝ 犺

２
＋（狓狉）槡 ２

＋２狉ｃｏｓ
狓

２
，这

里∠犆犗犇＝狓（弧度）且０≤狓≤π．但是要研究函数狔＝ 犺
２
＋（狓狉）槡 ２

＋２狉ｃｏｓ
狓

２
是否有

极小值，且这个极小值在何处取得，就不是初中能解决了，这样的题目，认为不适宜放在初中

数学中．

这个问题，在《数学通报》、华东师大主办的《数学教学》、中国教育学会主办的《中小学数

学（初中版）》中，先后有多篇文章讨论过这个问题

　　５．解直角三角形（第二十三章）

（１）为解直角三角形，引进锐角三角函数．这里不需要对三角函数作什么研究（这是高

中数学内容），必须掌握利用计算器求锐角三角函数值，特别是几个特别角（０°，３０°，４５°，

６０°，９０°）的准确函数值．反过来会用计算器根据已知锐角的某个函数值求出这个锐角．

（２）解直角三角形不只为测量（这样内容例、习题中很多）．在例习题中另外还安排有为

今后学习时要用到的内容：如犛△ ＝
１

２
犪犫ｓｉｎ犆．对于直线狔＝犽狓＋犫来说，若它向上方向与

狓轴正方向间所夹锐角为α，并设犘１（狓１，狔１），犘２（狓２，狔２）为直线上不同两点，则ｔａｎα＝

狔２－狔１

狓２－狓１
＝犽等．

（３）Ｃ组复习题中，安排了如下两题：① 在学习一次函数时，通过描点绘图，直观地得

出正比例函数狔＝犽狓（犽＞０）的图象是一条过原点的直线．现在，你能对这个结论给出证

明吗？　

② 如图，△犃′犅′犆′是由△犃犅犆平移后得到，△犃犅犆中任一点犘（狓０，狔０）经平移后得

△犃′犅′犆′中对应点犘′（狓０＋５，狔０＋５）．给出这个平移的方向和距离．

解第一个题时，设犘１（狓１，狔１），犘２（狓２，狔２）是狔＝犽狓图象上任意描出的两点，连犗犘１，

犗犘２，过犘１，犘２作狓轴垂线交狓轴于点犙１，犙２．由于
犙１犘１

犗犙１
＝
狔１

狓１
＝犽，

犙２犘２

犗犙２
＝
狔２

狓２
＝犽，所

以Ｒｔ△犘１犗犙１∽Ｒｔ△犘２犗犙２，故∠犘１犗犙１＝∠犘２犗犙２．又这两个角的顶点都是原点、一边

犗犙１与犗犙２重合，因而犗犘１与犗犘２应重合所以犗，犘１，犘２ （在同一直线上 说∠犘１犗犙１与

∠犘２犗犙２相等还可用ｔａｎ∠犘１犗犙１＝
狔１

狓１
＝犽＝

狔２

狓２
＝ｔａｎ∠犘２犗犙２ ）来解释 ．

解第二个问题，就是强调应掌握平移概念的实质．因为一个平移是由方向和距离确定

的，而 在 坐 标 系 中 平 移，方 向 是 由 ｔａｎα ＝
狘狔０＋犪－狔０狘

狘狓０＋犪－狓０狘
来 定， 距 离 由

（狓０＋犪－狓０）
２
＋（狔０＋犪－狔０）槡

２来定．让学生体会，前后知识之间的内在联系．
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（四）四边形（第十九章）

（１）把“平行线等分线段”作为定理，是① 为三角形中位线定理的证明作准备（当然，

不用此法证明中位线，也还有其他方法的）；② 更为重要的是，为相似形中需要用到的“平

行线分线段成比例”的提出，提供一个作为特例的背景材料，在与前者比较中得出后者较

自然．

“平行线分线段成比例”定理，在实验课本中通过用面积计算办法给出过证明．但２０１１

版课标上，这个定理作为“基本事实”出现，不要求证明．

（２）课标要求“了解三角形重心的概念”，“重心”是个物理概念，因此课本先介绍吴文俊

教授给出的力学推证，接着利用三角形中位线定理给出几何证明．

（３）梯形包括等腰梯形的概念与性质，２０１１版课标上没有列入，因此，课本作为“阅读与

思考”内容提出，对于性质没有证明，可让学有余力的学生研究（包括上面说到的三角形重心

的内容）．

（４）三角形三边中垂线交于一点、三个角的平分线交于一点（在前面第１５章中证明

过），现在又证得三条中线交于一点，那么三角形的三条高（指它所在直线）是否交于一点，如

何证明呢？课本１９．２节的例３给你作了准备：过三角形三个顶点，分别作对边的平行线，三

条新作的直线构成一个大三角形，而要证的原三角形三条高，正好是这个大三角形三边的中

垂线（这个思路正像前面“全等三角形”中说到的转化的办法）．

　图２ ２

这个问题如不用上面方法，就要用到圆的知识

了．如图２ ２所示，犅犈，犆犉是△犃犅犆的两条高，

设它们交于点犎．连犃犎 并延长交犅犆于点犇．由

于犅，犆，犈，犉四点共圆 （∠犅犈犆＝∠犅犉犆 ＝

９０°），犃，犈，犎，犉 也四点共圆（∠犃犈犎 ＝

∠犃犉犎 ＝９０°）．所以 ∠犉犃犎 ＝∠犉犈犅 ＝

∠犉犆犅．所以∠犇犎犆＋∠犎犆犇＝∠犃犎犉＋

∠犎犃犉＝９０°，故∠犎犇犆＝９０°．　

三角形三条高交于一点，还可用解析方法

证（略）．

（五）相似形（第二十二章）

（１）“平行线分线段成比例”定理的引入，是花了一些时间的，因为取消了证明，所以在

教学时，要让学生在充分理解背景材料的基础上掌握这个结论．

（２）位似的定义，本教科书是仿照原苏联Ａ．Ｈ．柯尔莫戈洛夫主编的《几何》上的方法：

首先作一个多边形犃′犅′犆′犇′相似于多边形犃犅犆犇，并且令犽＝２（犽是相似系数），然后，结
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合作图，给出位似定义的．

图形的相似系数肯定是正数，但位似系数可以是负数．课本在“阅读与思考”中提到这一

点，并介绍了同向位似与反向位似的说法．

（３）在这节的“数学园地”里，课本上给出一题：

已知△犃犅犆中犃（０，２），犅（－３，５），犆（－６，３），四边形犃犅犆犇中犃（０，１），犅（４，１），

犆（５，４），犇（１，４）按如下方式分别对三角形、四边形进行变换：（狓，狔）→ （犽狓，犽狔），犽＝

－１．① 画出变换前后的图形；② 变换前后图形有怎样的位置关系？

安排这题的意图，是让学生① 理解犽＜０是怎么回事；② 进一步体会几何变换间的联

系．因为这时的原图与变换后所得图成中心对称．

（４）《数学史话》介绍的“出入相补原理”全文摘选自吴文俊教授的文章，希望指导学生

认真读一读．这不只灌输爱国主义教育，而更重要的是从我国古代数学中得到一种特色的处

理问题的思想方法．

（５）在２２．２节的练习题中，原来有一题：

如图：在Ｒｔ△犃犅犆中 ∠犆＝９０°，犆犇 是边犃犅 上的高，求证：①犆犇
２
＝犃犇·犇犅；

②犅犆
２
＝犃犅·犅犇，犃犆

２
＝犃犅·犃犇；③ 能否根据②证明勾股定理？

这次修改时，保留其中①②两小题．删去了其中③小题．而在这个练习最后另列一题：

你能根据相似形知识证明勾股定理吗？

为什么要这样改呢？改成这样，给师生留下了广阔的思考空间（避免了不用思考就直接

套用公式的坏习惯），也给老师施展才华提供了一个机会．

图２ ３

教师在指导学生思考时，应分析在这之

前证明勾股定理，都是根据“出入相补原理”

通过面积计算而达到的，因为很容易把待证

明的式子中犪
２，犫２，犮２分别理解为正方形面

积（包括对乘积或犪犫理解为矩形面积）．现

在提出用相似形知识，而相似形能提供的是

成比例线段 即
犪

犫
＝
犮

犱
或犪犱＝（ ）犫犮 ，为能得

到比例线段，要想办法从中找出相似形．证

勾股定理的条件，只给出△犃犅犆中∠犃犆犅＝９０°，（图２ ３）．求证：犃犆
２
＋犅犆

２
＝犃犅

２
．怎

样想到，要过点犆作犃犅边上高呢？我们分析：在犃犅上找一点犇，把犃犅分成两段狓，狔，

这样，待证的式子就成为犃犆２＋犅犆
２
＝犃犅（狓＋狔）＝犃犅·狓＋犃犅·狔，如能证得犃犆

２
＝

犃犅·狓，犅犆２＝犃犅·狔，结论自然成立．而犃犆
２
＝犃犅·狓，犅犆

２
＝犃犅·狔正是成比例线段．

因此关键在于能否找到这一点犇．分析犃犆
２
＝犃犅·狓，把这个式子变形为

犃犅

犃犆
＝
犃犆

狓
，由

犃犅，犃犆是一个直角三角形中的斜边和直角边，可见犃犆与狓也应是一个直角三角形中的斜

边和直角边，故连犆犇，犆犇必须与犃犅垂直．
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由上可见，证题时对结论进行分析，从而能启发我们找到解决问题的方法．如在Ｒｔ△犃犅犆

中，待证结果写成犪２＋犫
２
＝犮

２
．这不是比例式子，当然不便利用相似形．现在我们把待证的

式子改变形式：犫２＝犮
２
－犪

２
＝（犮＋犪）（犮－犪）就成为比例式了．这里就要看，能否在图中找

到犮＋犪，犮－犪这样两条线段了．如图２ ４延长犃犅到点犇，使犅犇＝犪，在犃犅上取犅犈＝

犪，这时图中犃犇＝犮＋犪，犃犈 ＝犮－犪（这里用到了作两线段的和、差），下面就要想法证

△犃犆犈∽△犃犇犆 （了 这两个三角形中∠犃公用，只要再找一个角相等即可．设∠犃犅犆＝

α，则∠犇＝
α

２
，又∠犃犆犈＝９０°－∠犅犆犈＝９０°－

１８０°－α（ ）
２

＝
α

２
， ）于是得证 ．

图２ ４

（６）本章复习题中，安排一题，用相似形知识证明三角形重心性质定理（在四边形中作

为例子证过），用以拓宽学生解题思路．

（７）本章在实验本中还安排一节相似多边形，修改后删去了．因为２０１１版新课标上没

列入这方面要求．

（六）圆（第二十四章）

（１）中心对称是点对称、轴对称是直线对称、立体几何中还有面对称．由于中心对称

是旋转１８０°的旋转对称，因此为减少篇幅，把它放在这节旋转对称中，作为其特例而提

出的．

（２）反证法在本章中，作为正式内容给予介绍，希望做些题目让学生掌握．

（３）圆周角定义是：顶点在圆周上，角的两边与圆各另有一个公共点（或者说角的两边

是圆的弦）．因为在这之前，没有定义直线与圆相交．

圆周角与同弧上圆心角的关系，这个定理的证明，是完全归纳法的好例子．

（４）“两圆位置关系”课标中没有列入，因此课本把这方面主要内容作为“数学园地”得

出，由老师指导学生自己阅读完成．

在２４．７节“弧长与扇形面积”中，在“思考”栏目下，让学生探究圆柱、圆锥侧面展开，教

学时结合展开图，让学生进一步研究它们的侧面积计算公式，体会曲面只有能转化成平面图

形，才可计算．
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（七）投影与视图（第二十五章）

（１）几何体在一个平面上的正投影叫做这个几何体的视图．（从“某个方向看物体得到

的图形叫视图”，这样说法是不准确的）．所以三视图定义为：自几何体前方向后投射，在正面

投影面犞上得到的视图称为主视图；自几何体的上方向下投射，在水平投影面犎 上得到的

视图称为俯视图；自几何体的左侧向右投射，在侧面投影面犠 上得到的视图称为左视图．

（２）一个物体在三个两两互相垂直的平面的投影，是同时得到的．当把这三个平面图摆

在一个平面内时，得到了“长对正、高平齐、宽相等”的规律．最好制作模型操作给学生看．

（３）在介绍画图时，顺便介绍了直棱柱、正棱柱概念．

并在Ｃ组复习题中安排一题，借求最短线路问题，学习长方体的展开图．
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%、,-.12#34

（一）平移、轴对称、旋转、位似和投影

　　１．平移

（一）平移、轴对称、旋转、位似和投影

（１）“认识平移，探索它的基本性质：一个图形和它经过平移所得的图形中，两组对应点

的连线平行（或在同一条直线上）且相等”．“课标”的这项要求，安排在七（下）第１０章相交

线、平行线与平移的第４节．

（２）“在直角坐标系中，探索并了解将一个多边形依次沿两坐标轴方向平移后所得到的

图形与原来的图形具有平移关系，体会图形顶点坐标的变化”．根据“课标”的要求，安排在八

（上）第１１章平面直角坐标系的第２节．

①（狓，狔）→（狓＋犪，狔）平移方向：向左、向右，距离：狘犪狘．

②（狓，狔）→（狓，狔＋犫）平移方向：向上、向下，距离：狘犫狘．

③（狓，狔）→（狓＋犪，狔＋犫）．

平移方向：ｔａｎα＝
狘狔＋犫－狔狘

狘狓＋犪－狓狘
，α为方向线与狓轴正方向所成的锐角．

平移距离： （狓＋犪－狓）
２
＋（狔＋犫－狔）槡 ２［九（上）第２３章Ｃ组复习题中］．

　　２．轴对称

（１）“了解轴对称的概念，探索它的基本性质：成轴对称的两个图形中，对应点的连线被

对称轴垂直平分”安排在八（上）第１５章轴对称图形与等腰三角形中的第１节．

（２）“在直角坐标系中，以坐标轴为对称轴，能写出一个已知顶点坐标的多边形的对称

图形的顶点坐标，并知道对应顶点坐标之间的关系”也安排在八（上）第１５章．

① 已知点犘（狓，狔），它关于狓轴对称点的坐标为犘′（狓，－狔）．
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② 已知点犘（狓，狔），它关于狔轴对称点的坐标为犘′（－狓，狔）．

　　３．旋转

（１）“认识平面图形关于旋转中心的旋转．探索它的基本性质：一个图形和它经过旋转

所得到的图形中，对应点到旋转中心距离相等，两组对应点分别与旋转中心连线所成的角

相等”．　　

“了解中心对称，探索它的基本性质：成中心对称的两个图形中，对应点的连线经过对

称中心，且被对称中心平分”以上两条课标要求，安排在九（下）第２４章圆中的第１节．

（２）在坐标平面内，把一个图形以原点（０，０）为旋转中心作几个特殊角度的旋转，原图

形上任一点犘（狓，狔）的坐标有如下变化：

原图上任一点坐标
以原点为旋转中心，按逆时针方向旋转后对应点坐标

旋转９０° 旋转１８０° 旋转２７０° 旋转３６０°

（狓，狔） （－狔，狓） （－狓，－狔） （狔，－狓） （狓，狔）

　　４．位似

（１）“了解图形的位似，知道利用位似可以将一个图形放大或缩小”安排在九（上）第２２

章相似形中第４节图形的位似变换．

（２）“在直角坐标系中，探索并了解将一个多边形的顶点坐标（有一个顶点为原点、有一

条边在坐标轴上）分别扩大或缩小相同倍数时所对应的图形与原图形是位似的”（九（上）第

２２章）．

在平面直角坐标系中，如果位似变换是以原点犗为位似中心、相似比为犽（犽＞０），原图

形上一点的坐标为（狓，狔），那么同向位似图形中对应点的坐标为（犽狓，犽狔）．当犽＜０时，得

到的是反向位似图形（即原图与所得新图在位似中心的两旁）．

　　５．投影

《课标》对投影部分的要求，主要是为了讲简单物体的视图的（九（下）第２５章投影与视

图）．它讲的实际是把空间图形垂直投影到平面上，而不是平面内的变换．

（二）几种变换间的关系

（１）连续进行两个平移，可用另一个平移来代替［八（上）第１１章的“数学园地”］．

（２）在两条平行直线上连续作两个轴对称相当于作一个平移．其方向垂直于这两条直

线，移动距离等于这两直线间距离的两倍．

在两条相交直线上连续作两个轴对称相当于作一个旋转，其旋转中心是两直线的交点，

转角等于两直线夹角的两倍［以上在九（下）第２４章“数学园地”］．
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（３）连续作两个中心对称（两个中心对称点是不同的两点），相当于作一个平移［九（下）

习题２４．１第３题］．

（４）在位似变换中：（狓，狔）→（犽狓，犽狔），当犽＝－１时，实际是中心对称［九（上）第２１章

“数学园地”］．

（５）教科书的一些习题中，还安排一些题目，让学生在连续进行两个变换后，会得出什

么结果？［如八（上）习题１５．１第５题、第６题；九（上）第２２章Ｃ组复习题第１题；九（下）习

题２４．１第９题］．

附录： （一） 用二阶矩阵来表示平面变换
平面中几个常见的变换，可以用矩阵表示

１．恒等变换

对平面上任一点（向量）或图形施以矩阵
１ ０［ ］
０ １

对应的变换，都把自己变成自己．因此，

把这种特殊矩阵称为恒等变换矩阵或单位矩阵，所实施的对应变换称做恒等变换．如

１ ０［ ］
０ １

［］２
０
＝ ［］２
０
，
１ ０［ ］
０ １

－［ ］１
０
＝
－［ ］１
０
，
１ ０［ ］
０ １

［］０
２
＝ ［］０
２
．

２．反射变换

设图形犉 上任取一点犘（狓，狔），对其施以矩阵
１ ０

０ －
［ ］

１
，
－１ ０［ ］
０ １

对应的变换：

１ ０

０ －
［ ］

１
［］狓
狔
＝

狓

－
［ ］
狔
，
－１ ０［ ］
０ １

［］狓
狔
＝
－［ ］狓
狔
，这样将图形犉变为关于狓轴、狔轴对称的

平面图形，称之为反射变换（即轴对称）．

矩阵
０ １［ ］
１ ０

把一个图形变为与之关于直线狔＝狓对称的图形．如

０ １［ ］
１ ０

［］狓
狔
＝ ［］狔
狓
．

３．旋转变换

矩阵
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ
通常叫做旋转变换矩阵，对应的变换称旋转变换，点犗是旋转中

心，θ是旋转角．
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ
［ ］

θ
［］狓
狔
＝
狓ｃｏｓθ－狔ｓｉｎθ

狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓ
［ ］

θ
．

当θ＝１８０°时，这时旋转对称即中心对称．
ｃｏｓ１８０° －ｓｉｎ１８０°

ｓｉｎ１８０° 　
［ ］

ｃｏｓ１８０°
＝
－１ 　０

　０ －
［ ］

１
，于是

－１ 　０

　０ －
［ ］

１
［］狓
狔
＝
－狓

－
［ ］
狔
．
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４．位似变换

矩阵
犽 ０

０
［ ］
犽
叫做位似变换矩阵，对应的变换称位似变换，点 犗 是位似中心．

犽 ０

０
［ ］
犽

狓［］
狔
＝
犽狓

犽
［ ］
狔
．

（二） 平移、轴对称、旋转的变换式子推导过程
下面，我们研究对称变换．

当连接点犘（狓，狔）和点犘′（狓′，狔′）的线段的中点为定点犃（犪，犫）时，则说点犘和点犘′

关于点犃对称（或点对称），把点犘移到点犘′的变换，叫做关于点犃的对称变换（或中心

对称）．　

由于连接两点（狓，狔），（狓′，狔′）的线段的中点为

狓１＋狓２

２
，
狔１＋狔２（ ）２

，

而它是关于图形与坐标的基本公式．因此，设

狓＋狓′

２
＝犪，

狔＋狔′

２
＝犫，

则

狓′＝２犪－狓，狔′＝２犫－狔．

所以，关于定点（犪，犫）的对称变换是

犛：（狓，狔 →） （２犪－狓，２犫－狔）．

特别是，设关于原点的对称变换为犛０，则

犛０：（狓，狔 →） （－狓，－狔）．

连接点犘（狓，狔）和点犘′（狓′，狔′）的线段犘犘′垂直于定直线犵，当犘犘′的中点在犵上时，

则说点犘和点犘′关于直线犵对称（或线对称），把点犘移到点犘′的变换，叫做关于直线犵的

对称变换（反射变换）．

如果点犘（狓，狔），犘′（狓′，狔′）关于定直线狓＝犪对称，则由于犘犘′平行狓轴，因此，狔＝

狔′．又由于犘犘′的中点在直线狓＝犪上，因此，

狓＋狓′

２
＝犪，　　∴狓′＝２犪－狓．

所以，关于定直线狓＝犪的对称变换犚是

犚：（狓，狔 →） （２犪－狓，狔）．
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特别是，关于狔轴的对称变换犚．用

犚０：（狓，狔 →） （－狓，狔）

来表示．

同样，关于定直线狔＝犫的对称变换犚′是

犚′：（狓，狔 →） （狓，２犫－狔）．

关于狓轴的对称变换犚′０，用

犚′０：（狓，狔 →） （狓，－狔）

来表示．

如图２ ５，如果点犘（狓１，狔１），犘′（狓２，狔２）关于定直线犾：狔＝狓对称，则犘犘′垂直于犾，

从而，平行于直线狔＝－狓．因此，它的斜率等于－１．

图２ ５

∴
狔２－狔１

狓２－狓１
＝－１．

因而，狓１＋狔１＝狓２＋狔２ ①

又，由于线段犘犘′的中点在直线狔＝狓上，

因此，　

狔１＋狔２

２
＝
狓１＋狓２

２
．

从而，

狓１－狔１＝－狓２＋狔２． ②

把①②的两边分别相加，相减，则得

２狓１＝２狔２，２狔１＝２狓２．

∴狓２＝狔１，狔２＝狓１．

所以，关于直线狔＝狓的对称变换犉，可用

犉：（狓，狔 →） （狔，狓）

来表示．

总结以上，平移、对称的变换式如下：

（１）用 →
犗犃＝（犪，犫）表示的平移

犜：（狓，狔 →） （狓＋犪，狔＋犫）．

（２）关于定点犃（犪，犫）的对称变换

犛：（狓，狔 →） （２犪－狓，２犫－狔）．
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关于点犗（０，０）的对称

（狓，狔 →） （－狓，－狔）．

（３）关于定直线狓＝犪的对称变换

犚：（狓，狔 →） （２犪－狓，狔）．

关于狔轴（狓＝０）的对称

（狓，狔 →） （－狓，狔）．

（４）关于定直线狔＝犫的对称变换

犚′：（狓，狔 →） （狓，２犫－狔）．

关于狓轴（狔＝０）的对称

（狓，狔 →） （狓，－狔）．

（５）关于定直线狔＝狓的对称变换

犉：（狓，狔 →） （狔，狓）．

下面，研究旋转变换

图２ ６

如图２ ６所示，已知图形上一点犘（狓，狔）围

绕原点犗逆时针旋转θ角到另一点犘′（狓′，狔′）．

设犗犘 与狓轴正向夹角为α，狘犗犘狘＝狉，

则
狓＝狉ｃｏｓα，

狔＝狉ｓｉｎα
烅
烄

烆 ．

又因为狘犗犘′狘＝狉，故有

狓′＝狉ｃｏｓ（α＋θ）＝狉ｃｏｓαｃｏｓθ－狉ｓｉｎαｓｉｎθ

狔′＝狉ｓｉｎ（α＋θ）＝狉ｓｉｎαｃｏｓθ＋狉ｃｏｓαｓｉｎ
烅
烄

烆 θ

将狓 ＝狉ｃｏｓα，狔 ＝狉ｓｉｎα 代 入，有

狓′＝狓ｃｏｓθ－狔ｓｉｎθ

狔′＝狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓ
烅
烄

烆 θ

旋转变换式即
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ

狓［］
狔
＝
狓′

狔
［ ］
′
．

（１）当θ＝９０°时，
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ
＝
０ －１

１ 　
［ ］

０
．

（２）当θ＝１８０°时，
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ
＝
－１ 　０

　０ －
［ ］

１
．
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（３）当θ＝２７０°时，
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ
＝
　０ １

－
［ ］
１ ０

．

（４）当θ＝３６０°时，
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ 　ｃｏｓ
［ ］

θ
＝
１ ０［ ］
０ １

．

几何变换部分的有关资料摘选自：

（１）江苏教育出版社　高中课标实验教科书（选修）《矩阵与变换》．

（２）上海教育出版社　英国中学数学教科书．

（３）北京大学出版社　美国新数学丛书《几何变换１》．

（４）数学通报刊载的　美国芝加哥大学《中学数学设计（ＵＣＳＭＰ）》．

（５）文化教育出版社　日本高中数学研究丛书《映射与函数》．
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（一）数据的收集与整理（第五章）

（１）本章内容在小学都有所接触，因此，这章教学应是把原有基础内容进行整理与

提高．

（２）多举一些学生身边的实例，让学生体会统计学无处不在．

本章“综合与实践”水资源浪费现象的调查，让学生就本人家庭、或所在学校、或住家的

社区范围进行．

（３）数据的整理，本章内重点介绍表和图．还有整理内容将在第二十章中介绍．

（二）数据的初步分析（第二十章）

（１）这章是统计学中的重点：① 总体的分布，② 总体特征数．

（２）频数分布只讲直方图，不讲折线图．

（３）极差、标准差课标上不列，只介绍方差．

（４）课本上计算出一组数据的平均数（简称均值）与方差，是样本的均值与方差，用它们

去估计总体的均值与方差．

对样本方差的计算通常是按下面公式进行的

犛
２
＝
１

狀－１
［（狓１－狓

－）２＋（狓２－狓
－）２＋…＋（狓狀－狓

－）２］．

用这样算出的方差去对总体方差估计，统计学上，把具有这种性质的估计叫做无偏

估计．
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（一）概率初步（第二十六章）

（１）课标上，列出“事件的概率”的要求有两条：① 能通过列表、画树状图等方法列出简

单随机事件所有可能的结果，以及指定事件发生的所有可能结果，了解事件的概率．② 知道

通过大量的重复试验，可以用频率来估计概率．

（２）“几何概率”作为“阅读与思考”内容，供学生阅读，以扩大视野．

附录： 统计学简介
统计学是一门科学，它研究怎样以有效的方式收集、整理、分析带随机性的数据，并在此

基础上，对所研究的问题作出统计性的推断，直至对可能作出的决策提供依据或建议．

（一）数据的收集

有效地收集资料有两种方法：观察与试验．在“观察”时，观察者可以说是处在被动地

位，他只是对所感兴趣的事物，记录下“自然而然地”发生的结果，而不去企图改变他所观察

的事物．而在“试验”中，试验者则处在主动的地位，可在一定范围内自由地控制某些因素，以

考察它们对其他因素的作用．

在不少情况下，收集的资料可以用数量的形式表达；也有些情况，观察或试验所得的只

是事物所属的等级、类别等．在统计工作中，习惯把所收集来的资料称为“数据”，或者用“样

本”这个专门术语．

与观察和试验相应，统计学中产生两个分支学科：“抽样调查”与“试验设计”．

抽样调查中有随机抽样（分无放回的与有放回的）、集团抽样和分层按比例抽样．

试验设计有单因素试验与多因素试验两类．

（二）数据的整理

对原始数据一般需要加以整理，以便把我们感兴趣的信息提取出来，并用简明醒目的方

式加以表达．整理的方式有二：一是对原始数据进行一定的运算，以算出某些代表性数字，
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足以反映数据某些方面的特征．这种数字在统计学中被称为“统计量”．二是使用图、表．如数

据的频率分布表及直方图，以及散点图及回归直线．

一维数据的重要统计量有：样本均值、样本中位数；样本方差、样本标准差．

（三）统计推断

统计学的中心问题，或者说其主要内容，就是统计推断．

统计推断，就是根据从总体中抽出的样本，去推断总体的性质．由于我们关心的总是总

体中的个体的某项指标，所谓总体的性质，无非就是这些指标值的集体的性质，而概率分布

正是刻画这种集体性质的适当工具．因此，在理论上可以把总体与概率分布等同起来．例如，

当指标值的概率分布为正态分布时，我们可称这个总体为正态总体．

如果指标值的概率分布完全已知，则从统计学的观点看，样本已无用武之地———没有什

么需要借助于样本去推断的东西．总体的性质包含在其概率分布中，只有当这种分布中包含

未知的成分时，才发生推断问题．

例如，有理由假定：在一大群人中，身高服从正态分布犖（犪，σ
２）．均值犪反映这群人的

平均身高，而方差σ
２则反映身高的不均匀程度．虽可假定身高服从正态分布，但犪和σ

２这两

个参数则不知道，它们是指标（身高）的概率分布中的未知成分，即推断的对象．又如，大批生

产的一种电子元件，在一定条件下，有理由假定元件寿命的概率分布为指数分布，其概率密

度为　犳θ（狓）＝

０， 当狓＜０时，

１

θ
犲
－
狓

θ， 当狓≥０
烅

烄

烆
，
参数θ＞０是这个分布的未知成分，它是元件的平均

寿命，正是应用上有兴趣的量，成为统计推断的对象．

一般，把统计推断问题，抽象为如下的数学模型：总体的概率分布犉θ（狓）包含了其值未

知的参数θ［正态总体中θ＝（犪，σ
２）］，从该总体随机抽样，得样本狓１，狓２，…，狓狀，要通过后

者，去获得对θ的某些了解．这后一点的确切含义，依赖于所要回答的问题的性质，主要的形

式有两种：

（１）估计问题，即要通过样本狓１，狓２，…，狓狀对θ的值作出估计．如从一大批电子元件

中抽出狀件，测得其寿命为狓１，狓２，…，狓狀，要利用这些数据，去估计整批元件的平均寿命．

由于估计的对象是参数，常称为参数估计．参数估计分为两种基本形式：点估计与区间估

计．前者是用一个数值作为未知参数θ的估计值，后者则用一个区间，把θ估计在这个区间

内．犹如估计某人年龄为２５岁，是点估计；估计其年龄在２０～３０岁之间，是区间估计．

（２）检验问题，如某工厂生产了一大批电子元件，其寿命可假定服从指数分布，参数θ的

值（即整批产品的平均寿命）是未知的．现设这批产品的使用者立下了一个界限：只有在平

均寿命θ不小于某个值θ０（如θ０＝５０００ｈ）时，才接受这批产品．为此，从这批电子元件中

抽出若干个，测得其寿命为狓１，狓２，…，狓狀；要据此判断“θ≥θ０”是否成立．又如，一种产品

中所含杂质的量，可假定为服从正态分布犖（犪，σ
２），犪为杂质平均含量，现使用者要求平均

含量犪不超过某个界限犪０．于是，抽出狀个样品，测得其含量为狓１，狓２，…，狓狀，要由此判断

“犪≤犪０”是否成立．
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可见，检验问题中，有一个与总体概率分布的参数有关的待判断的命题：θ≥θ０，犪≤犪０

等．统计学上，把这称为“假设”．使用样本去判断一个假设是否成立，称为“假设检验”．它是

与参数估计并列的、统计推断的两种基本形式．

假设检验问题的具体回答只有两种：接受假设，或否定假设．问题是建立一个法则，使

当一有了样本时，这个法则就能决定是接受还是否定假设．任何一个这样的法则，都叫做所

给假设的一个“检验”．

（以上内容节选自（１）陈希孺著《统计学概貌》、（２）苏淳著《统计学漫话》）
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“综合与实践”和“数学活动”
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　　“综合与实践”是使学生感悟“数学基本思想”，发展“基本数学活动经验”，培养“发现问

题和提出问题”并“分析和解决问题”能力的重要载体之一．本教科书关于“综合与实践”内容

的选择上，注意了活动的多样性，主题涉及了数学应用、数学探究、数学实验、数学调查、数学

制作与设计和数学主题阅读等，安排上重视体现数学模型方法的价值，注意与所学知识的联

系，在关注综合性和实践性的同时，还关注活动的开放性、生成性和普适性．

关注开放性，主要是注意让活动的过程、方法和结果以及活动方式具有一定的开放性．

从我们的实验情况看，适度的开放，不仅有利于学生的全程参与，也有利于提高活动的质量．

事实上教学活动有了空间就有了多样性，这样的活动就能让学生在交流展示中与他人分享

活动的经验、探究的方法和自己的收获与感受．

如：“１２．４　综合与实践　一次函数模型的应用”，教科书提供两个可以建立函数模型的

现实情境，在学生积累函数模拟活动经验后，接着提出：“请你提出一个可以应用函数模型解

决的问题，并建立合适的函数模型”，这就使活动具有了一定的开放性．

又如“２０．３　综合与实践　体重指数”，在活动方式上，学生可以独立解决，也可以与同

伴合作；如何获取有关数据，查找影响体重的因素，提出保持体重正常的建议等，都给学生留

有空间，增强了活动的实践性．

关注生成性，这就要求“综合与实践”在活动解决所给的问题中，能产生新的有价值的问

题，可以做进一步的探究或拓展．解决生成性的问题，往往需要更多的知识，从而能更好地反

映“综合与实践”的活动综合性．生成性的教学价值还在于能让学生从解决问题的过程中，学

会“发现问题”“提出问题”．这正是《课标》关注的目标，也是我们着力想加强的重点．

如：“１２．４　综合与实践　一次函数模型的应用”中，测量小球反弹的高度，就涉及如何

测量（运用物理知识设计测量工具），如何处理测量的误差（运用统计中的平均数）．

又如：“２４．８　综合与实践　进球路线与最佳射门角”，在活动之后，有兴趣的学生还可

以运用所得到的基本结果，进一步研究两人配合进攻问题：在不同跑动的路线下，一方如何

传球，才能使同伴获得最佳射门角等．

关注普适性，就是注意适合学生的年龄特点和能力水平，兼顾城乡差异、地域差异和学
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校差异，使活动切实可行．为此，我们对几个“综合与实践”在部分学校进行了实验，认真听取

了实验教师的意见和建议，并根据实验中效果良好的案例，对“综合与实践”活动实施过程进

行了重新设计；教学过程的展开以“问题串”或活动系列依次推进，便于教师教学，更有操作

性，也有利于保证活动的质量．此外，我们还根据学生的意见，注意了内容呈现的有趣性，更

符合其年龄特点．

教科书中还安排了一些“数学活动”，与“综合与实践”活动相比较，它的综合性要求不

高，活动的复杂程度和活动量小．开展这样的活动，不需要花费学生很多时间和精力，其目的

在于让学生在解决问题中，积累活动经验，学习数学基本思想和基本方法，形成能力．其中，

“挪球问题”和“对角线穿过的小正方形数”这两个活动的主题都是解决非常规问题，体现了

推理思想在发现和提出问题、分析和解决问题中的作用，有助于学生领悟数学思想方法，积

累数学活动经验．
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　　（１）综合与实践

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　① 一次方程组与ＣＴ技术 （七上）

② 水资源浪费现象的调查 （七上）

③ 排队问题 （七下）

④ 纳米材料的奇异特性 （七下）

⑤ 一次函数模型的应用 （八上）

⑥ 多边形的镶嵌 （八下）

⑦ 体重指数 （八下）

⑧ 获取最大利润 （九上）

⑨ 测量与误差 （九上）

⑩ 进球线路与最佳射门角 （九下）

瑏瑡 概率在遗传学中的应用 （九下）

（２）数学活动

① 探索数的规律 （七上）

② 联产品的成本计算 （七上）

③ 制作正多面体 （七上）

④ 画图 （七上）

⑤ 英文字母统计 （七上）

⑥ 求最大乘积 （七下）

⑦ 钥匙复制原理 （七下）

⑧ 剪纸 （八上）

⑨ 挪球游戏 （八下）

⑩ 对课外作业时间的统计分析 （八下）

瑏瑡 矩形对角线穿过的小正方形数 （九上）

瑏瑢 问题出在哪里 （九上）
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瑏瑣 设计图案（一） （九下）

瑏瑤 设计图案（二） （九下）

瑏瑥 投针实验 （九下）
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*、部分“综合与实践”与“数学活动”的处理意见

　　下面，对“综合与实践”及“数学活动”中几个较难的内容，提出一点处理意见，供参考．

（一）“挪球问题”

问题：设有犃，犅，犆三堆球，它们中分别有球犪个，犫个和犮个（不妨设犪≤犫≤犮），我

们可以任意选择甲、乙两堆按照以下规则挪动：若甲堆的球数狆不少于乙堆的球数狇，则从

甲堆拿狇个球放到乙堆去，这就是挪动一次．继续这个过程，可以经过有限次挪动把犃，犅，

犆三堆球合并成至多两堆球．

这是苏淳教授提供，由北京市１９６３年数学竞赛题改编的，它的一般证明如下：

（１）若犫＝犽犪，将犽用二进制表示犽＝犪狀·２
狀
＋犪狀－１·２

狀－１
＋…＋犪１·２

１
＋犪０，犪狀＝１，

做如下操作，若犪０＝１，从犅中拿犪给犃；若犪０＝０，从犆中拿犪给犃，对其他犪犻（犻＝１，…，

狀－１）类似操作．最终犃，犅两堆的球数，犪＝犫＝犪·２
狀，结论成立；

（２）犫＝犽犪＋狉（１≤狉≤犪－１），将犽用二进制表示

犽＝犪狀·２
狀
＋犪狀－１·２

狀－１
＋…＋犪１·２

１
＋犪０，犪狀＝１，

接着做如下操作，若犪０＝１，从犅中拿犪给犃，若犪０＝０，从犆中拿犪给犃，对其他犪犻（犻＝

１，…，狀－１）类似操作．最终犃，犅两堆的球数分别为犪·２
狀和犪·２狀＋狉，再从犅中拿犪·２狀

给犃，则犅堆的球数为狉，可知经过上述操作三堆中的最小值严格下降，由辗转相除原理，可

知经过有限次类似操作可以将狉最终变成０，所以结论成立．

上面的解答中用到了二进制、分类讨论和化归的方法．解答很抽象，对数学思维水平要

求高，不可能期望初中学生能得出这样的结果，显然也不是教科书的意图．

作为解决非常规问题的教学研究，仅找到解答是不够的，我们还应重点研究是怎样发现

问题的模式特征和解法的，且这种数学探究必须是符合学生认知水平的．还有教科书中的

“活动二”有一定的开放性，应该如何确定具体的活动任务与要求？这也是需要思考的．教科

书从特殊的情况入手，给出了犪＝１时的三种具体情形的解，从中归纳发现犪＝１时，操作的
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思路是：把犃，犅两堆的球数设法化为２狀，最后就能使犅堆的球数变为０，这比较容易．但发

现把犃，犅两堆球数变为２狀的一般操作规律不是很简单．在成功的操作中，观察到犃堆球数

的变化是１→２→４→…→２
狀
．而根据操作的规则只能从多的堆中往少的堆中挪移，那么从

犅，犆中往犃中挪移的球数只能是１，２，４，…，于是想到用１，２，４，…来表示犫，其实就是

二进制，这样

对于教科书中情形１（犪＝１，犫＝９，犮＝４０）有：

犪＝１，　　　　犫＝２
３
＋１，　　　　　犮＝４０．

对于情形２（犪＝１，犫＝１１，犮＝３８）有：

犪＝１，　　 犫＝２
３
＋２＋１，　　 犮＝３８．

观察犫的表示法与挪球操作的关系可以发现：当犫的表达式中有１时，就从犅中拿１个

给犃，否则就从犆中拿１个给犃；接下来看犫的表达式中有没有２，如果有就从犅中拿２个给

犃，否则就从犆中拿２个给犃；再看犫的表达式中有没有２２，如果有就从犅中拿２２个给犃，否

则就从犆中拿２
２个给犃，可将犃，犅两堆的球数都变为２３（一般情况可将犃，犅两堆的球数

都变为２
狀），最后实现犅堆的球数为０．

往下的简单情况就是犪＝２，它有两种情况：犫是偶数与犫是奇数．

当犫是偶数时，同样用２，４，６，８…表示犫，与犪＝１时的操作类似，可将犃，犅两堆的球

数都变为２
狀，最后实现犅堆的球数为０．

当犫是奇数（２犽＋１）时，用上面的方法，先把犅堆的球数变为１，从而化归为犪＝１的情

形予以解决．

至此，我们就容易猜想出犪≥３时的操作策略，就是将犅堆的球数犫变得比犪小，即０≤

犫≤犪－１，从而转化为已经解决的问题．这个猜想的正确性在犪＝３时也好验证．据此，我们

就不难给出问题的证明了．

基于上面的研究，对于学生数学水平一般的班级，可提出如下的教学目标：

（１）经历解决问题（犪＝１）过程，探究犪＝２时的解决问题思路和操作方法（不要求代数

表达）；

（２）学会用特殊化、化归和分类讨论等方法解决问题，积累数学活动经验；

（３）体会数学思想方法在解决问题中的价值．

教科书中的活动２，要求学生借助从活动１中抽取的方法，探求犪＝２时问题的解法，由

特殊到一般，积累数学活动经验，加深对问题的认识，得出一般的操作方法．分犫是偶数和奇

数两种情况展开，大致的过程如下：

① 先研究犪＝２，犫是偶数的情况，可给出如下三种情形：

犪＝２，　　　　犫＝８，　　　　犮＝４０；

犪＝２，　　　　犫＝１０，　　　犮＝３８；

犪＝２，　　　　犫＝２０，　　　犮＝２６．
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让学生从具体操作中，发现规律，猜想一般的操作方法，并加以验证．

② 再研究犪＝２，犫是奇数的情况，可给出如下两种情形：

犪＝２，　　　　犫＝７，　　　　犮＝４１；

犪＝２，　　　　犫＝１１，　　　犮＝３７．

让学生猜想用上面的操作，能否将犅堆的球数变为０，并进行验证；

观察验证的结果，尝试发现此时的问题与犪＝１时的联系，并加以解决．

③ 总结提升，归纳得出犪＝２时，解决问题的思路与方法．

④ 小结．

小结本节课的探究过程与方法；

交流探究的收获与感受；

提出延伸性问题和提交活动成果的要求．

合作学习能培养学生的团队精神和合作意识，开展合作学习不仅是学生发展的需要，也是

“综合与实践”活动特点决定的．教学时要注意根据教学目标和活动主题，让学生在自主探索的

基础上，小组合作共同解决．小组的划分可根据学生的兴趣自愿进行，人数在３～５人时效果较

好．教师要加强对小组合作学习的指导，充分发挥合作学习的优势，提高活动的有效性．

（二）矩形对角线穿过的小正方形数

本综合与实践活动解决的是有一定挑战性的非常规问题，涉及的知识有自然数的性质，

图形的认识与证明，相似形，计数的方法等，设计时将操作、观察、思考融为一体，具有综合

性、实践性和一定的开放性，较好地体现了渗透基本数学思想方法、积累数学活动经验和培

养“四力”的要求．

本综合与实践活动的挑战性在于学生不易发现该问题的模式特征，将其转化为熟悉的

问题予以解决，这需要学生能运用数学方法去进行探究，如分类讨论、转化与化归等，通过合

情推理发现规律，再进行证明，对数学思考和解决问题的要求较高．

活动时，可先让学生画一些具体的矩形网格（图４ １），观察它的一条对角线与纵、横网

格的相交情况，如在此基础上，要求学生将它们分类．

图４ １



□ 沪科版《数学》内容解读

０６８　　　

容易发现这些图形可分为两类：一类是对角线不经过矩形网格内部的格点（如１×２，１×３，

２×３等），一类是对角线经过矩形网格内部的格点（如２×４，３×６等），这时，犿与狀不互质．

再引导学生分析这两类图形间的联系，观察２×４，３×６，２×６等具体图形，可看出犿与

狀不互质时，矩形网格是由犿与狀互质的矩形网格构成的，因而求犳的值时可将其转化为几

个犿×狀（犿与狀不互质）的情况进行计算，从而解决问题的重点是研究犿与狀互质时，犳与

犿，狀间的关系．

　 　

图４ ２

教科书中是让学生观察一些具体图形，填表，归纳出犳与犿，狀关系式犳＝犿＋狀－１，但

证明它对于不少学生来说是有困难的，原因是他们并未找到计数的方法．

教学中可提示学生观察一条对角线所穿过的小正方形与该对角线被纵、横网格线分成

的线段之间的对应关系，启发学生将问题转化为：

图４ ３

一条线段被若干分点分成的段数问题予以解决．也可

引导学生在５×４的方格中（图４ ３），通过狀的变化，对角

线位置的移动，发现计数规律：对角线到达狓＝１的纵网

格线时，穿过１个小正方形，到达狓＝２的纵网格线时，穿

过２个小正方形，…到达狓＝５的纵网格线时，穿过５个小

正方形；对角线穿过狔＝１的横网格线时，穿过的小正方形

数加１个，对角线穿过狔＝２，３的横网格线时，穿过的小

正方形数也都增加了１个．

一般，对于犿×狀的矩形网格，由于对角线穿过狓＝０

到狓＝５的纵网格线时，穿过了犿个小正方形，对角线穿过狔＝１，２，…，狀－１的横网格线

时，穿过的小正方形数都增加了１个，所以，犳＝犿＋狀－１．

如图４ ４，还可以把对角线穿过的小正方形涂上灰色，如５×３时：

图４ ４
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由于５和３互质，所以对角线穿过每个小正方形时，都相当于把起点犃处的小正方形向

上平移或向右平移１个单位，而它到达犆点时，向上和向右总共平移了（５＋３－１）个单位，因

此犳＝７．

一般的，对于犿×狀的矩形网格，把起点犃处的小正方形向上或向右不断平移到犆点

处，向上和向右总共平移了（犿＋狀－１）个单位，故

犳＝犿＋狀－１．

　　在汇报交流对关系式犳＝犿＋狀－１（犿与狀互质）的证明过程中，要让学生说明每步的

推理依据，明确演绎推理的要求和其在证明中的价值，提高理性思维的水平．

证明犳＝犿＋狀－１（犿与狀互质）时，无论采用哪种方法，都必须先明确，由于犿、狀互质，

对角线与矩形内部的犿－１，狀－１条横、纵网格线都相交，且交点无一重合，亦即交点不是矩

形网格内部的格点，对此可用反证法证明：

图４ ５

如图４ ５所示，假设对角线经过矩形网格内部的

格点（犪，犫）则有

犫

犪
＝
狀

犿
，犫＝

狀

犿
犪．

∵犿与狀互质，

∴犿狘犪．

∴犪＝犽犿＞犿（犽是自然数）．

这与犿＞犪矛盾．

故对角线不经过矩形内部的格点．

鉴于学生的实际和《标准》对“证明”的要求，教学中可不要求学生对上面的结论作严格

的证明，但要让学生清楚结论的由来和其在推导犳＝犿＋狀－１过程中的作用．

对于犿与狀不互质时，犳与犿，狀的关系式的探究，可放手让学生自行解决．对此，若

犿＝犽犪，狀＝犽犫（犪，犫互质，犽是犿，狀的最大公因数）那么有

犳＝犽（犪＋犫－１）＝犿＋狀－犽．

　　在活动的总结时，教师要引导学生回顾探究的过程和方法，注意揭示其中的数学思想方

法的思维特点对所经历的数学活动进行反思提炼，积累从事探究活动的经验．鼓励学生提出

问题，进行延伸与拓展研究，培养解决问题的能力．

（三）问题出在哪？

（１）问题出在把重新拼成的图４ ６当成矩形．

① 把图４ ７放大后（方格一定画得准确），把图剪成四块，实际拼一下即可知．
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图４ ６

② 剪成四块，即使不拼，可以算出四小块面

积和是２×
１

２
×（ ）３×８ ＋ ［２ １

２
（３＋５）× ］５ ＝

２４＋４０＝６４．

（２）怎么证明拼不成矩形呢？至少有下

面三种不同的证法．

① 连接犃犅，在Ｒｔ△犅犇犃与Ｒｔ△犅犈犉

中，
犃犇

犇犅
＝
５

１３
，犉犈

犈犅
＝
３

８
，犃犇

犇犅
≠
犉犈

犈犅
，

∴ ∠犇犅犃≠∠犈犅犉，∴犅犉与犅犃不是在同一直线上．

② 在图中顶点犅处，若大一点的锐角为α，小一点的锐角为β，由ｔａｎα＝
５

２
，ｔａｎβ＝

３

８
，

可算得α＝６８．２°，β＝２０．６°，α＋β≠９０°．

③ 把拼成图放在坐标系中．顶点犅坐标为（０，０），顶点犃坐标为（５，１３）．于是过犃，犅

两点的直线方程为１３狓－５狔＝０．把点犎（２，５），犉（３，８）分别代入方程，则有１３×２－

５×５＝１＞０，１３×３－５×８＝－１＜０，可知这两点分别在直线犃犅的两旁，可见中间有

空隙．

（３）拼图中间的空隙是一个平行四边形，这是因为犃犉 ＝犅犎 ＝ ５
２
＋２槡 ２

＝槡２９，

犃犎 ＝犅犉＝ ８
２
＋３槡 ２

＝槡７３．连接犃犅，犃犅＝ １３
２
＋５槡 ２

＝槡１９４．

根据秦九韶公式，可算得犛犃犉犅犎 ＝２犛△犃犅犎 ＝２×
１

２
＝１．

（４）我们知道，下面的数列：

１，１，２，３，５，８，１３，２１，３４，５５，８９，…是著名的斐波那契（Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ）数列．用递推关

系表示，可写成：

犳１＝犳２＝１，　　犳狀＝犳狀－１＋犳狀－２，（狀＞２）

用通项公式给出时，有犳狀＝
１

槡５

１＋槡５烄

烆

烌

烎２

狀

－
１－槡５烄

烆

烌

烎２
［ ］

狀

．

这个数列有很多重要性质，其中一条是：

犳狀－２·犳狀＝犳
２
狀－１－（－１）

狀
．

这个“悖论”中的正方形和长方形边长的数字３，５，８，１３，恰好是斐氏数列中相邻的各

项，它们之间有５×１３＝８
２
＋１（上面公式中当狀＝７）．

有了上面这样的理性认识，类似的悖论可以根据下列诸等式中之一作出（可让学生实际

做一做）：

５
２
－３×８＝１，１３

２
－８×２１＝１，３４

２
－２１×５５＝１，
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或者

１３×３４＝２１
２
＋１，３４×８９＝５５

２
＋１．

顺便讲一讲，若按照上面的办法把正方形剪拼成矩形（要求面积不变），应当如何剪裁？

图４ ７

如图４ ７所示，我们可有：

犛正方形 ＝（狓＋狔）
２，

犛矩形 ＝（２狓＋狔）狓．

欲使犛正方形 ＝犛矩形，即（狓＋狔）
２
－（２狓＋狔）狓＝０，亦即狓

２
－狓狔－狔

２
＝０．

两边同除以狔
２，有

狓（ ）
狔

２

－
狓（ ）
狔
－１＝０，解得

狓

狔
＝
１±槡５

２
，

由于线段比应为正，所以取
狓

狔
＝
１＋槡５

２
即为黄金分割．

故能实现上述完全剪拼的充要条件是狓∶狔＝
１

２
（１＋槡５）．






